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Capitulo 1

Introduccion

El propédsito de esta tesis es exponer la teoria de curvas elipticas y formas modulares para enten-
der el papel que toman en la prueba del teorema de modularidad para curvas elipticas semiestables.
También estudiamos las representaciones de Galois que nos dan un puente entre las curvas elipticas
y las formas modulares que permite reescribir la prueba del teorema de modularidad en términos
de representaciones de Galois.

La prueba del teorema de modularidad es de las mas celebradas en matematicas y es producto
de décadas de desarrollo en diversas areas por muchos grandes matematicos. Gracias a esto, no
daremos una prueba completa del teorema de modularidad, sino que nos enfocaremos en las partes
de la prueba que directamente involucran curvas elipticas y formas modulares como la teoria de
curvas modulares y calculos explicitos de invariantes de curvas elipticas. En particular omititmos
las pruebas del teorema de Langlands-Tunnell, repasamos brevemente y sin pruebas la teoria de
espacios moduli de Deligne-Rapaport y la teoria de deformaciones de Galois de Wiles.

Panorama historico

El teorema de modularidad para curvas elipticas semiestables dice que
Toda curva eliptica semiestable definida sobre QQ es modular.

Este resultado fue conjeturado por Shimura, Taniyama y Weil sin la hipdtesis de semiestabilidad.
Con esta hipdtesis adicional, este resultado fue demostrado por Wiles, Wiles-Taylor en 1994 (la
prueba completa aparece en [Wil95]). Con las herramientas desarrolladas por Wiles, una prueba
completa del teorema de modularidad, sin la hipotesis de semiestabilidad, fue probada por Breuil,
Conrad, Diamond y Taylor en 2001 [BCDTO01]

La fama del teorema de modularidad claramente viene de su participacion en la prueba del
ultimo teorema de Fermat (UTF) que dice: para n > 2 tenemos

dx,y,z € Z tales que 2" +y" =2" =— zyz=0.

Claramente si d | n, entonces UTF(d) = UTF(n). Esto quiere decir que solamente hay que
considerar los casos cuando n = p un primo impar; el caso n = 4 fue probado por el mismo Pierre
de Fermat (1607-1665) cuando demostrd que la ecuaciéon x??‘y* = 22 no tiene soluciones enteras.
Hasta mediados del siglo XIX, algunos casos particulares de UTF se fueron probando: Euler
probo el UTF para n = 3 en 1753, Dirichlet y Legendre ambos probaron el caso n = 5 en los 1820’s.
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En 1823, Sophie Germain probé el primer caso del UTF (cuando n t x,y, z) para exponentes que
son primos de Germain' y propuso una estrategia para probar el UTF en general que, aunque no
terminé siendo la prueba completa, introdujo una clasificaciéon del UTF en dos casos que después
le sirvié a Kummer. En 1839 Lamé pruebé el caso n = 7. Ocho anos después, Lamé presentd una
prueba completa del UTF, pero resulté estar equivocada pues habia supuesto, incorrectamente, que
el anillo de enteros Z[e?>™"/?] era un dominio de factorizacién tinica para todo primo p, pero esto no
es cierto (e.g. p = 23). Usando estas ideas, Kummer probé el UTF para todo primo regular.?
Todo cambié cuando Frey sugirié una nueva alternativa en los 1980’s. Para ese entonces la
geometria algebrdica estaba bien fundamentada y ofrecia herramientas poderosas para estudiar el
UTF. Frey sugirié que de un contraejemplo a? + v = ¢ de UTF(p), la curva eliptica asociada

Eupep: 2 =x(x —a”)(x +0P).

podria ser un contraejemplo al teorema de modularidad, que en aquel entonces era apenas una
conjetura desarrollada a lo largo de los 60s y 70s por Shimura, Taniyama y Weil. Esta curva se
llama la curva de Frey en su honor a pesar de que la conexién entre la curva de Frey y el UTF fue
establecida por Hellegouarch unos anos antes.

Para argumentar por qué F = E,; ., podria contradecir el teorema de modularidad, Frey, junto
con Serre, describieron las propiedades de las representaciones de Galois p = pg, asociadas a los
puntos de p—torsién de E. En particular, ellos probaron que p deberia ser impar, absolutamente
irreducible, no ramificada fuera de 2p y plana sobre p. Cumplir al mismo tiempo estas cuatro
propiedades es excepcional para una representacion de Galois y sugiere fuertemente que tal p no
puede existir.

Serre formuld explicitamente varias conjeturas sobre cémo clasificar representaciones de Galois,
e.g. p, segin la teorfa de formas modulares. Mas precisamente, estudié como asociar representaciones
ps a ciertas formas modulares f y cudndo pasaba que una representacién arbitraria p era de la
forma p = py, i.e. cuando p era modular. En particular, Serre conjeturé que a las representaciones
modulares py que ademés cumplian las propiedades extraordinarias de p, se les podia bajar su nivel
hasta su conductor de Artin.

La reduccién de nivel de (ciertas) representaciones modulares lo probaron Ribet y Mazur en los
80s. Por fin la intuicién de Frey se confirmé. Si la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil fuese ciertay
E fuese modular, la representacion p seria modular. Por el teorema de Mazur-Ribet, p induce una
representacion modular de nivel 2 (el conductor de Artin de p), asociada a una forma modular
cuspidal f de nivel 2 no trivial. Como es bien conocido que el espacio de tales formas modulares es
nulo, esto produce una contradiccién.

Por lo tanto si el UTF fuese falso, existiria una curva eliptica, la curva de Frey, no modular y
entonces seria un contraejemplo a la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil. El camino a la prueba
del UTF se iluminé: pruebas la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil y pruebas el tultimo teorema
de Fermat.

Por lo tanto, en los 90s solamente faltaba probar que toda curva eliptica sobre Q era efectiva-
mente una curva modular. En 1993, Andrew Wiles expuso una prueba, pero durante la revision
de su articulo, encontraron un error en un argumento de inducciéon. En un ano, Wiles, junto con
Richard Taylor, un exalumno suyo, presentaron una prueba completa que fue publicada en 1995.

1'Un primo p es de Germain si 2p + 1 también es primo.

2Un primo p es regular si p { hx donde hg es el nimero de clase del campo K = (@(62”/”), i.e. el orden del
grupo de Picard de Spec(Of ). Siegel conjeturé que habia una infinidad de tales primos y se cree que la densidad de
los primos regulares es de e~1/2 (cf. [TR90]).



Esquemaéticamente, la prueba del UTF se ve asi:

E es modular, i.e.
Af € Sa(y(N))
tal que pr = pg p

1E /3 asociado a (a. b, c)
que es semiestable y tiene
conductor N par

(a, b, ¢) solucién

Ribat
no trivial ¢

Jg € S3(To(2))
tal que gy = g,

o
i
~ -

dimS2(Ty(2)) = 0.

PE,p es no ramificado
en g f 2p v plano en p

Para una discusién méas profunda sobre esta prueba, véase la seccién 6.5.

Sobre la tesis

El propdsito de esta tesis es probar las partes del teorema de modularidad que involucran la
teoria de curvas elipticas, formas modulares y la teoria elemental de representaciones de Galois.
Para esto la tesis se divide en dos partes:

Primero introducimos la teoria bésica de curvas elipticas, formas modulares y representaciones
de Galois para poder probar resultados bésicos sobre curvas modulares y en particular la definicién
de modularidad de curvas elipticas.

En la segunda parte de la tesis, probamos los pasos del teorema de modularidad para curvas
elipticas semiestables, que se deducen de los hechos establecidos en la primera parte. Gracias al
tamano de la prueba, es necesario omitir ciertos pasos. Especificamente, omitimos los resultados
de Wiles sobre deformaciones de Galois, la prueba del teorema de Langlands-Tunnel y la teoria de
representabilidad de Deligne-Rapaport. Al final exponemos la aplicacién del teorema de modulari-
dad a la prueba del ultimo teorema de Fermat. Mas precisamente, la estructura de la tesis es de la
siguiente forma:

En el segundo capitulo, exponemos la teoria bésica de curvas elipticas y en particular estudiamos
ecuaciones de Weierstrass y sus invariantes asociados. También repasamos la estructura de grupo
que tienen los puntos de una curva elitpica y en particular exponemos las propiedades de sus
subgrupos de torsion.

Después, nos enfocamos en el estudio de curvas elipticas segin sobre qué campo estan definidas
para profundizar sobre las propiedades especificas que cumplen las curvas elipticas al cambiar el
campo de definicién. En particular estudiamos curvas elipticas sobre campos finitos, campos locales
(e.g. racionales p—adicos y sus extensiones finitas), campos numéricos y campos de funciones de
curvas, i.e. superficies elipticas. En estas partes repasamos resultados importantes, como el teorema
de Mordell-Weil, y definiciones esenciales como semiestabilidad y rango de una curva eliptica.

En el tercer capitulo, introducimos la teoria clasica de formas modulares. En particular, empe-
zamos con la accién de SLy(Z), y sus diferentes subgrupos de indice finito, en el semiplano superior.
Esto nos da la definicién de curva modular como una superficie de Riemann. Luego definimos formas
modulares, cuspidales y automorfas y estudiamos la estructura del espacio vectorial de las formas
modulares y cuspidales. Después estudiamos los operadores de Hecke que operan sobre estos espa-
cios vectoriales para poder definir una clase importante de formas modulares invariantes llamadas
formas primitivas (o newforms en la literatura cldsica) que servirdn como fuente de curvas elipticas
modulares.
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El el cuarto capitulo retomamos las curvas modulares del anterior y las estudiamos como objetos
aritméticos en lugar de analiticos. Mas precisamente, repasamos la teoria de Shimura que le asocia
a cada curva modular, un modelo definido sobre algin campo numérico. Luego estudiamos el
caso particular de la curva modular Xy(V) y definimos la modularidad de curvas elipticas. Luego
estudiamos las curvas modulares como espacios moduli, es decir estudiamos como interpretar las
curvas modulares de tal manera que sus puntos corresponden a clases de isomorfimo de curvas
elipticas cuyos isomorfismos preservan cierta estructura de torsion.

En el quinto capitulo introducimos las representaciones de Galois, i.e. representaciones del grupo
absoluto de Galois Gal(Q/Q), que nos dan una herramienta puramente algebraica para estudiar
curvas elipticas y en particular su estructura de torsiéon. Vemos que muchas propiedades de las curvas
elipticas se pueden traducir a propiedades de representaciones de Galois como la semiestabilidad
y la modularidad. Por tultimo exponemos brevemente la teoria de deformaciones de Galois y en
particular el resultado esencial de Wiles sobre las deformaciones modulares de una representacion
de Galois asociada a los puntos de torsién de una curva eliptica.

En el sexto capitulo describimos la prueba del teorema de modularlidad para curvas elipticas
semiestables, en cinco secciones:

1. En la primera seccion descomponemos la prueba del teorema de modularidad en sus compo-
nentes basicas y probamos como estas componentes implican el teorema de modularidad.

2. En la segunda seccion enunciamos el teorema de Langlands-Tunnell y probamos cémo implica
la modularidad de la representacién pg 3 asociada a los puntos de 3—torsiéon de £, una curva
eliptica, bajo una condicién adicional de irreducibilidad de pg 3.

3. En la tercera seccién probamos el “truco 3—5”: cuando E.3 €S reducible, entonces 7E €S
3 ) 5
irreducible.

4. En la cuarta seccion estudiamos familias de curvas elipticas médulo 5 que, bajo la condicion
de irreducibilidad de pg 5, nos permite cambiar a otra curva eliptica E’, cuya modularidad
es equivalente a la de E' y cuya representacion pgr 3 si es irreducible; esto permite aplicar el
teorema de Langlands-Tunnel sin alterar las conclusiones sobre la curva original £.

5. En la ultima seccion probamos el UTFE usando el teorema de modularidad junto con una
exposicion breve de los resultados de Serre, Mazur y Ribet.

En el séptimo capitulo reproducimos los célculos requeridos, a lo largo del texto, como un
documento independiente de Mathematica.

Prerequisitos: Vamos a asumir conocimiento sobre algebra abstracta, en particular teoria de
campos y de Galois; sobre analisis complejo y topologia elemental; sobre las definiciones y resultados
basicos de geometria algebraica. Cualquier resultado que requerimos en la tesis que necesita una
profundizacion en algunos de estos temas, lo citamos y damos referencias estdandares a estos hechos.



Capitulo 2

Curvas elipticas

2.1. Definiciones preliminares

Definicién 2.1.1. Una curva eliptica E = (E,O) es una curva proyectiva lisa de género 1 con
un punto distinguido O € E(K). Decimos que E estd definida sobre un campo K, si E estd
definida sobre K como variedad proyectiva; esto lo denotamos por /K. Una funcién no constante
¢ : E — FE’ entre curvas elipticas sobre K es una isogenia si ¢ es un morfismo de variedades sobre
K tal que p(0) =0O'".

A cada curva eliptica se le puede asociar una ecuacién de la forma
2 _ .3 2
Y + a1y + asy = 7 + asx” + a4 + ag

donde, si E esta definida sobre K, a; € K. De hecho, la homogenizacién de esta ecuacion es el
polinomio que define la imagen de E bajo una inmersién cerrada F — P%(K),! es decir E es
isomorfa a una curva ctibica lisa en P?(K) con ecuacién

Y22+ a1xyz + azyz® = 10+ apr?z + agwz® + ag2’. (2.1.1)
Maés precisamente tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.1.2. Sea (E,0) una curva eliptica sobre K, K una cerradura algebraica de K, y sea
K(E) el campo de funciones de E. Entonces erxisten x,y € K(F) tales que x (resp. y) tiene un
polo de orden 2 (resp. 3) en 0 y tales que K(E) = K(z,y) y tal que la funcién racional

¢: B(K)— P*(K) definidapor ¢(P) = [z(P),y(P),1]
induce un isomorfismo de E a la curva C sobre K, definida por una ecuacion de Weierstrass
Vo XY +a3Y = X3+ a.X? 4+ as X + ag, (2.1.2)
donde a; € K y ¢(0) =1[0,1,0].

Ademds, cualesquiera dos ecuaciones de Weierstrass que definen una curva eliptica, estan rela-
cionadas por un cambio de variable de la forma:

X =uX"+r, Y=Y +su’X +1,
donde u € K* yr,s,t € K.

YEl espacio proyectivo de dimensién n sobre K, P"(K) se define como el espacio cociente (K"*! — {0})/K*
donde la accién K* ~ (K™ — {0}) es por multiplicacién escalar (\,v) — Av.
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Demostracion. Solamente comentamos sobre la primera parte de la prueba, que es una aplicacién
estandar del teorema de Riemann-Roch, y nos referimos a la fuente original [Sil09, I11.3.1] para la
prueba completa del teorema.

Consideramos los divisores de E' de la forma nO que tienen grado n > 0. Como E es de género
1, el teorema de Riemann-Roch nos dice que dim £(nO) = n. De esta manera dim £(20) = 2 y
como la funcién constante 1 € £(20), podemos encontrar un z£(20) tal que {1, z} es una K —base
de L(20); observe que x necesariamente tiene un polo de orden 2 en O porque si el polo fuera
de orden 1, {1,z} no genera a £(20). Por otro lado podemos extender el conjunto linealmente
independiente {1,x} € £(30) a una base {1, x, y}; similarmente y tiene un polo de orden 3 en O.

Por tltimo, {1,z,y, 22 zy,y? 23} C L(60) es un conjunto de 7 elementos en un espacio de
dimension 6 y por lo tanto existe una combinacién lineal no trivial

Ay + Aoz + Ay + Ay + Asay + Agy? + Aqa® =0, A; € K no todas =0 (2.1.3)

Observe que si Ag # 0 entonces Arx® serfa el tnico término de (2.1.3) con un polo de orden 6,
el mas alto de los érdenes, por lo tanto la suma del lado izquierdo tendria que ser una funcién
meromorfa con un polo de orden 6, no la constante 0. De manera analoga concluimos que A; # 0.

Después de hacer el cambio de variable
r s —AgArr, oy AgAly (2.1.4)

a (2.1.3) y cancelar el denominador A3A? de la ecuacién que surge, obtenemos la ecuacién de
Weierstrass:

AgA; 7 AZA2 AZABT T A2A3T A2A3
S— N — N—— N N——
ay as az a4 ae

El siguiente paso es probar que ¢ es un isomorfismo de curvas sobre su imagen que, por la
ecuacion anterior, cae dentro de la variedad proyectiva definida por los ceros de (2.1.2), pero aqui
dejamos la exposicién y referimos al lector a [Sil09].

Solamente comentamos que si a priori tenemos funciones z,y € K(FE) con polos de érdenes 2
y 3 respectivamente y ninguin otro polo ni cero, entonces {1,z} y {1,x,y} son bases de £(20) y
L(30) respectivamente y la prueba procede idénticamente. Por lo tanto si de antemano conocemos
a ry ayy satisfacen una relacién algebraica de la forma (2.1.2), entonces esa relacién algebraica
define una curva eliptica isomorfa a F. Este método lo usaremos en la seccién 6.3. O

Nota. Supongamos que tenemos una curva eliptica E/K con ecuacién de Weierstrass y* + ayzy +
asy = %+ asx? + ayx + ag y constantes asociadas by, by, bg, bs, ¢4, cg, discriminante A y j—invariante
j. Si aplicamos un cambio de variable admisible de la forma = = v?2’ +r y y = udy' + suz’ +t
(donde u,r,s,t € K y u # 0), obtenemos una ecuacién de Weierstrass de la forma y2 + a}a'y’ +

ayy' = 13 + ayx® + ajx’ + af;, donde los coeficientes, las constantes asociadas, el discriminante y el
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j—invariante de esta nueva ecuacion estan dados por:

uay = aj + 28,
ual, = ay — say + 3r — §%,
uddy = as +ra; + 2t,
ual, = ay — sas + 2ray — (t +rs)ay + 3r* — 2st,
ubay = ag + rag +rag + 13 — tag — t* — rtay,
u?bly = by + 12r,
u41)£1 = by + by + 612,
uSbl; = bg + 2rby + r2by + 417,
uBby = bg + 3rbg + 3r2by + 13by + 3%,

4 1
U Cy = Cy,
6/
U Cg = Cg,
UIQA/:A,
A
J =17

Estas formulas son estdandar y se pueden encontrar en [Sil09, §3.1].

La ecuacion 2.1.2 asociada a E/K se llama la ecuacion de Weierstrass generalizada de E. Si la
caracteristica de K es distinta de 2 el cambio de variable

1
X/:X, leé(Y—CLlX—ag)
transforma la ecuacién de Weierstrass a la forma:
Y2 =4X" 4+ b, X" + by X' + bg, (2.1.5)

donde
bQ = CL% + 4&2, b4 = 20,4 + aias, bﬁ = a% + 4&6.

También definimos by = a?ag + 4asas — ajazay + aza3 — a. Si la caracteristica de K también es
distinta de 3 podemos simplificar la ecuacién aun mas con el cambio de variable

— Y’
X — T 3b2 Yy

36 108’
que nos da la ecuacion de Weierstrass simplificada de E:
Y? = X3+ Az + B,
donde los coeficientes estan definidos por A = —27¢4 y B = —54¢q con:
cy = b5 —24by,  cg — b + 36byby — 216bg.

Definicién 2.1.3. Sea E una curva eliptica sobre K con una ecuacién de Weierstrass simplificada
Y2 = X3+ AX + B con A, B € K. El discriminante (denotado por A) y el j-invariante (denotado
por j(FE)) de la curva E se definen como:

s —c2 64A%  }

(F) = —172 —. 2.1.
3 j(B) = 1728 (2.1.6)

A = —16(4A% + 27B?) =
6( +27B%) A A
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Nota. Si combinamos ambas ecuaciones para A y j(FE), obtenemos

2
c

1728 = 8. 2.1.

J 728 (2.1.7)

El discriminante A, y las constantes ¢, y ¢g caracterizan cudndo la curva definida por y? +
a2y + asy = o3 + ax® + asx + ag es no singular y cuando resulta singular, caracterizan el tipo de
singularidad:

Proposicién 2.1.4. Sea E la curva definida por una ecuacién de Weierstrass y* + a,xy + asy =
23 + ayx® + agx + ag. Entonces

1. E es no singular <= A #0,

2. E tiene un punto singular <= A = 0. El punto singular es un nodo si ¢y, # 0 y una
cuspide si ¢y = 0.

Demostracion. Véase la proposicion 1.4 del capitulo III de [Sil09]. O

Si K’ es una extension arbitraria de K, entonces /K es naturalmente una curva eliptica sobre
K’. El j-invariante obtiene su nombre gracias al siguiente teorema importante:

Teorema 2.1.5. Sean E y E' curvas elipticas definidas sobre un campo K 1y sea K una cerradura
algebraica. Entonces las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

1. Existe una extension finita K' de K tal que E es isomorfa a E' sobre K,
2. E es isomorfa a E' sobre K,
5. J(E) = j(E).
Demostracion. Véase la proposicién I11.1.4 de [Sil09]. O

Del teorema anterior, tenemos que una condicién necesaria para que dos curvas E/K y E'/K
sean isomorfas sobre K es que j(E) = j(E'). Entonces hay que pedirles una condicién adicional:

Proposicion 2.1.6. Sean E y E' dos curvas elipticas sobre un campo K de caracteristica diferente
de 2 0 8. Supongamos ademdas que j(E),j(E") # 0,1728, entonces:

. . & .
E >~ FE <+ ﬂ@:ﬂﬂ)feK{
6

donde cg (resp. cg) es la constante asociada a una ecuacion de Weierstrass para E (resp. E') sobre
K.

Nota. Esta proposicion se puede generalizar a campos de cualquier caracteristica y para los valores
7 =0,1728.

Demostracion. Como la caracteristica de K es distinta de 2 y 3, entonces y? = 23 — 27cyx — Hdcg
(resp. y? = x3 — 27c,x — H4cj) es una ecuacién de Weierstrass de £ (resp. ') sobre K.

(=) Por las férmulas de cambio de variable, obtenemos j(F) = j(E') y ¢g = uScj para alguna
u € K*. Por lo tanto cg/cl = ub € K*2.
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(«<=) Por hipdtesis, tenemos que cg/cy = v? para alguna v € K* y también j(E) = j(E'). Por las
férmulas (2.1.6) y (2.1.7) tenemos que

C3 0/3 C2 C/2 C3 (22
4 _ 4 6 _ 6 — I S —
TOA N 3 2 T Y
A A A A cy o ocg
Definimos w := ¢jcg/cac, 1o cual implica que
Ci o ¢ v g G 0 v’ #2
4 c w ayw w
Entonces, si escribimos v :=v/w € K, i.e.
/
U= Cy Cq4/ Cg
v A/
de tal manera que u? = w, obtenemos:
/3 .2 /3 3
ro4 g o9 CgCg  Cp  Cyp
CU =CW =575 = 5 3~
C4Ce Gy G
/3.3 23
o6 1.3 _ %% % C6 _
Cgl = CgW = D) __2'72—06-
CiC cg ¢
4C6 6 C6

Por lo tanto, el cambio de variable z = u?z’, y = u?y (donde u € K*) lleva la ecuacién y? =
23 — 27c,w — 5dcg a la ecuacion y? = 2% — 27¢,x — 54cj. Concluimos que E = E’ sobre K. O

Corolario 2.1.7. Sea E (resp. E') una curva eliptica definida sobre Q con ecuacion de Weierstrass
y? = x® —27cyx — Hdcg (resp. y? = x3 —27¢, —54cy) y j—invariante distinto de 0 o 1728. Entonces:

J(E)=j(F) <= E 2 FE' donde K =Q(+/cs¢).
Un isomorfismo estd dado por el cambio de variable v = u?x’, y = vy’ donde u = ¢4 \/%/cﬁl\/c_@

Demostracion. Solamente hay que observar que cg/cg es un cuadrado en el campo Q(y/cs/ch) =

Q(\/c6c), ya que \/cg/cl = \/cocl/ - O

Los puntos de E forman un grupo abeliano (cf. [Sil09, §3.2]). Para definir la operacién geométri-
camente nos basamos en el celebrado teorema de Bézout? que, en nuestro caso, dice que la cantidad
de puntos, contando multiplicidad, en la interseccién de £ C P? con una recta L C IP? es tres.

Antes de elaborar este argumento, primero consideremos una ecuaciéon de Weierstrass de la
forma 2.1.5 escrita sin tanta notacién como:

E:Y?=4X%+aX? 4+ bX +c. (2.1.8)

Si homogenizamos esta ecuacion con la variable Z e intersectamos con la recta al infinito definida
por Z = 0, obtenemos la ecuacién X3 = 0 que tiene una tnica solucién [0,1,0] € P?*(K) de

2Este teorema es famoso y se encuentra en muchos textos sobre curvas, por ejemplo en §5.3 de [Ful0§].
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\f

\ _

Figura 2.1: Construccion geométrica de la suma de puntos P y () sobre una curva eliptica segun si
P+Q=0,P+#Qy P =(Q respectivamente.

multiplicidad tres. Por el teorema de Bézout, esto quiere decir que la curva E intersecta a la recta
al infinito solamente en O = [0, 1, 0]; el punto O va a ser el neutro de la operacién de grupo de E.

Con esto en mente podemos considerar la parte afin de E y agregarle el punto O al infinito.
Entonces sean P y () puntos sobre la curva afin definida por la ecuacién 2.1.8. Sus coordenadas las
denotamos por P = (z(P),y(P)) vy Q = (z(Q),y(Q)). Ahora tomamos L la recta en el plano afin
que contiene a Py a @); si P = () tomamos la recta tangente a P = (). Por el teorema de Bézout
hay un tercer punto de intersecciéon que puede ser O o un tercer punto R en la curva afin.

Si el tercer punto de interseccion es O, definimos P + () = O o de otra manera —P := (). En
este caso la recta L es vertical y por lo tanto

w(=P)=z(P),  y(=P)=—y(P), (2.1.9)

que se deduce de la ecuacion afin que define a F.

Si el tercer punto de interseccion es un punto afin R, definimos P 4+ () = —R donde —R es el
punto construido arriba, i.e. el tercer punto sobre la recta que une R y O. Véase la figura 2.1 para
una ilustracién de este proceso sobre la curva eliptica definida por y? = 3 + 17.

Para calcular las coordenadas de P+ () en términos de las coordenadas de Py (), seay = Az +
la ecuacion de la recta L. Como pasa por P y @), su pendiente y su interseccion con el eje y son
respectivamente:

y(Q) — y(P)
2(Q) — x(P)’

Si sustituimos y = Az + p en la ecuacién de Weierstrass (2.1.8) obtenemos:

A= p=y(P) = Az(P) =y(Q) — Az(Q).

0=2a+(a— 2)a? + (b—2 )z + (c — p?).

Por otro lado, como P,Q y P + @ estan sobre L, las coordenadas x(P),z(Q) y (P + @) son
raices de la ecuacién cubica anterior. Por lo tanto el polinomio ciibico moénico se factoriza como
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(x —z(P))(x —x(Q))(x — (P + Q)). Al igualar los coeficientes de ambas expresiones obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones:

z(P) + 2(Q) + (P + Q) = \* —a, (2.1.10)
r(P)x(Q) + x(P)x(P 4+ Q) + (Q)x(P 4+ Q) = b — 2\u,
z(P)z(Q)x(P+ Q) = 1i* — ¢, (2.1.11)
donde (2.1.10) nos dice que
T _ (U2 =y(@) Q—a—x -z cuando
P = (4t (P)—2(Q) cuando P£Q. (21.12)

La férmula (2.1.11) la usaremos en la seccién 6.3.
En general si tomamos una ecuaciéon de Weierstrass generalizada y? + a,zy + asy = 23 + axz? +
asx + ag y un punto P = (z,y) # O, entonces las coordenadas de 2P son:
ZE4 — b4ZL‘2 — Qbﬁﬂf — bg
x(2P) = 15 7 boa? 1 20ir T be (2.1.13)
y(QP) _ 1 (21’6 -+ b2$5 + 5[)41’4 + 10[)633'3 + 10[)8.1'2 + (bgbg — b4b6)$ + (b4b8 — bg)
(2y + a1 + az)?

. —ay — alx(ZP)>

Estas férmulas se llaman las férmulas de duplicacién. Véase 111.2.3 y el ejercicio 3.25 de [Sil09] para
més detalles.

La construccion geométrica de la suma implica inmediatamente que O es el neutro de la opera-
cion. Por otro lado, probar que la operacién es asociativa y conmutativa es tedioso porque involucra
muchos calculos que no ilustran la teorfa. Nos referimos a la seccion I11.2 de [Sil09] para las pruebas.

Las isogenias resultan estar estrechamente relacionadas con la estructura de grupo de las curvas
elipticas:

Teorema 2.1.8. Sea ¢ : E — E’ una isogenia de curvas elipticas, entonces cumple:

1) Para todas P,Q € E, tenemos p(P + Q) = ¢(P) + ¢(Q), es decir ¢ es un homomorfismo de
grupos.

11) El nicleo ker ¢ es un subgrupo finito de E.

1) Por otro lado, para todo subgrupo finito C' de E existe una inica curva eliptica, denotada por
E/C, y una isogenia ¢ : E — E/C con ker p = C.

Demostracion. Las pruebas de las tres partes son 111.4.8, 111.4.9 y I11.4.12 de [Sil09] respectivamente.
Solamente_ mencionamos un comentario adicional que hace Silverman: si E estd definida sobre K y
C' es Gal(K /K)—invariante, entonces F/C'y ¢ se pueden definir sobre K. O

Nota. Hay una manera de definir una ecuacién de E/C, en términos de las coordenadas de los
puntos de C. En 1971, Jaques Vélu calculd las ecuaciones que definen la curva eliptica E/C. Més
precisamente, Vélu definié los generadores del campo de funciones de E/C' como:

X(P)=xz(P)+ Y a(P+Q)-=z(Q), Y(P)=yP)+ Y yP+Q) —yQ).

QeC—{0} QeC—{0}

Véase [VéT1] para més detalles.
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Otra manera de definir la suma de E es con divisores:

Definicién 2.1.9. Un diwisor D de E es un elemento del grupo libre abeliano generado por los
puntos de F, es decir D es una suma formal de la forma:

D:an(P)

donde np € Z y np = 0 para casi toda P € E. Aqui estamos escribiendo (P) como el divisor
asociado al punto P (i.e. donde ng = 0 para toda @) # P y np = 1). Al conjunto de todos los
divisores de E lo denotamos Div(E).

Por ejemplo, si f es una funcién racional de F, es decir un elemento de K (FE) distinto de cero,
entonces podemos definir un divisor:

div(f) ==Y ve(f)(P)

PeE

donde vp es la valuacién asociada a K[E]p, la localizacién de K[FE] (el anillo de coordenadas de
E) en el ideal maximal mp = {f € K[E] | f(P) = 0}. Recuerde que como F es lisa, K[E]p es
un anillo de valuacién discreta.®> De esta manera, para un f € K|[E]p la valuacién vp(f) se define
como el tinico entero n tal que f € m’ pero f & mst.

Definicién 2.1.10. Un divisor D de E es principal si existe una funcién racional f € K(E) distinta
de cero tal que D =div(f). Ademds hay una relacién de equivalencia sobre Div(E): decimos que
D y D' son linealmente equivalentes, i.e. D ~ D', si D — D’ es un divisor principal. El conjunto
de clases de equivalencia es un grupo abeliano, se llama el grupo de Picard de E y se denota por
Pic(E).

Observe que el conjunto de divisores principales es un subgrupo de Div(E) y Pic(E) es el grupo
cociente con el subgrupo de divisores principales. Enunciamos una caracterizacién de ser divisor
principal:

Proposicién 2.1.11. Sea E una curva eliptica y D = > np(P) un divisor de E. Entonces D es
principal si y solo si Y np =01y > [n,|P = O (la seqgunda suma es en E).

Demostracion. Véase [Sil09, capitulo 111, §3, corolario 3.5]. O
Nota. La funcién D — > np es importante, entonces le damos un nombre:

deg : Div(E) — Z definido por deg (Z np(P)> = Z np.

PeFE PeE

Observe que deg es aditiva, i.e. deg(D + D’) = deg(D) + deg(D’) para todas D, D" € Div(E).

3Por definicién, un punto z en una variedad X es no-singular si el anillo local O, x es un anillo regular (i.e. el
(Op,x /My x)-espacio vectorial m, x/m2 y es de dimensién dim(O, x)). Como las curvas elipticas son de dimensién
1, ser regular es equivalente a ser un anillo de valuacién discreta (cf. [AM94, §9,proposicién 9.2]).
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Ahora regresamos a la operacion algebraica de F. Para P, () € E se puede probar que P+ () es
el tnico punto R € F tal que (P) + (Q) ~ (R) + (O).

Como F es un grupo abeliano, E es un Z-moédulo, es decir hay multiplicacién por N € Z. Mas
precisamente, existen los morfismos de multiplicacion:

[N]: E— E definido por [N]JP=P+---+P (N >0).
—_—

N veces

Si N < 0 definimos [N]P := —([|[N|]P) y si N = 0 definimos [0]P = O. La multiplicacién por
N € Z nos permite estudiar el grupo de torsion de FE.

Definicién 2.1.12. Al subgrupo de elementos de E/K de orden N lo denotamos por:
E[N] =ker[N] ={P € E(K) | [N]P = O}.
El grupo de torsién de E es simplemente la unién de todas las E[n]. De la misma manera, definimos
BIN|(K) = {P € B(R) | NP = O},
La estructura de E[N] es relativamente sencilla:

Proposicion 2.1.13. Sea E una curva eliptica sobre K y sea ¢ la caracteristica de K. Entonces:

Z Z
EINI= 5z vz

sic=0 o0sictN cuando ¢ > 0.

Demostracion. Nada mas probamos el caso cuando K C C. Por el teorema de uniformizacién
(teorema 2.2.3), existe una reticula tal que E(C) = C/A, pero este cociente es isomorfo a R/ZxR/Z.
Por lo tanto E[N] es un subgrupo de E[N](C) = {P € E(C) | [N]P = O} que a su vez es un
subgrupo (cuyos elementos son de orden N) de R/Z x R/Z. El tinico subgrupo que cumple esto es
Z/NZ x Z/NZ. O

En particular, si ¢ es un nimero primo, entonces [¢] : ' — E se restringe a un morfismo de
grupos [{] : E[(™] — E[f™] para toda m > 1. La familia de morfismos

(4]

- — B[] —— 4

Bl g g

E[(™] o > E[(]

es un sistema inverso. Por lo tanto existe su limite inverso:

Definicién 2.1.14. Sea E/K una curva eliptica y £ un niimero primo distinto de la caracteristica
de K. El médulo de Tate (-adico de E se define como:

Ty(E) = lim B[],

Observe que Zy, los enteros (-adicos, son el limite inverso de los cocientes Z/{™Z., entonces:

To(E) =2 Zy x Zy (caracteristica de K # ().
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En particular Ty(E) es un Z,—mdbdulo libre de rango 2. Si elegimos una Z,-base, entonces todos
los v € Ty(E) se pueden expresar como v = (vy,v2) € Zy X Z,. Entonces el determinante det :
Ty(E) x Ty(E) — Zj, definido por

/

det(v,v") := det (Ul U}) = V1V, — UjUs
V2 Uy

es una funcién bilineal no-degenerada y alternante sobre el médulo de Tate (y es independiente

de la eleccién de la Z,—base). Hay otra funcién bilineal no-degenerada alternante sobre T;(E) que

resulta mas 1til que el determinante: el apareamiento de Weil. Para poder definirlo, necesitamos

regresar a F[m/|, construir ahi el apareamiento de Weil y después pasar al limite inverso.
Sean P,Q € E[m| (donde posiblemente P = ). Elija g € K(F) tal que:

div(g) = [m]"(Q) — [m]*(0)
donde
[m]* : Div(E) — Div(E) se define en generadores como (R) — Z epm) (5)(5)
S€[m]~1(R)

donde epy(R) es el indice de ramificacién de [m] : £ — E en R € E. Con esto definimos el
apareamiento de Weil como:

g(X + P)

em : E[m] x E[m] — p,, definido por e,,(P,Q) = 400

donde u,, C C es el grupo de raices m-ésimas de la unidad y X € FE es un punto elegido de tal
manera que g esta bien definida en X + P y en X. La funcion e, esta bien definida y no depende
de la eleccién de g ni de X (cf. [Sil09, capitulo III, §8]). La funcién e,, cumple las siguientes
propiedades:

Proposicion 2.1.15. El apareamiento de Weil e, es una funcion bilineal, alternante, no-degenerada,
invariante bajo la accion del grupo de Galois Gal(K|K) y cumple:

emm (P, Q) = en ([M']P,Q) (2.1.14)

cf. [Sil09, capitulo III, proposicién 8.1]).
Ahora fijamos un primo ¢ (distinto de la caracteristica de K). Recuerde que los grupos fum,
junto con los morfismos fign+1 — pien (definidos por ¢ + ¢*) forman un sistema inverso: definimos

Ty(p) = Jim pugn.
Para ver que podemos tomar limites inversos de ambos lados de e : E[0"] x E[{"] — pim, debemos
probar que el diagrama

Bl x B[] — T pree) « plen)

e[n#»ll le[n

Mpn+1 = > hgn
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es conmutativo: sean P,Q € E[(""!], entonces

(emi1(P,Q))" = emii (P, [0)Q) = e ([0)P, [()Q),

donde la primera igualdad es por la linealidad en la segunda variable (escrita multiplicativamente) y
la segunda igualdad es por la férmula (2.1.14); esto prueba la conmutatividad del diagrama anterior.
Por lo tanto ey pasa al limite y obtenemos una funcién:

e Ty(E) x Ty(E) — Ty(p)

que hereda las propiedades de las ey, es decir e, es bilineal, no-degenerada, alternante e invariante
bajo la accién del grupo de Galois G .

La ventaja de usar médulos de Tate y el aparejamiento de Weil, es que podemos calcular los
grados de una isogenia. Sea ¢ : E — FE una isogenia. Como ¢ es ademés un homomorfismo de
grupos, induce un homomorfismo ¢ : E[¢("] — E[("] y pasando al limite inverso obtenemos una
funcién Zy lineal ¢, : T;(E) — Ty(E). En general tenemos una funcién End(£) — End(7;(E)). Con
esta notacion tenemos:

Proposicién 2.1.16. Sea ¢ € End(E) y ¢, € End(Ty(E)) el morfismo inducido, entonces
det gy =degp y tro,=1+degy —deg(l — )

Demostracion. Véase [Sil09, capitulo 111, §8, proposicién 8.6] ]

2.2. Curvas elipticas sobre C

En el caso “geométrico” (K = C), las curvas elipticas también se pueden describir usando
reticulas. Un subgrupo aditivo A C C es una reticula si A = Zz, + Zzy donde z; y 2o son R-
linealmente independientes o equivalentemente Im (z1/29) # 0. El cociente C/A es una superficie
de Riemann compacta y como es de esperar, el anillo de funciones meromorfas sobre C/A nos dice
mucho sobre su estructura como variedad. Recuerde que como grupo aditivos:

C_RoeR_R R
AZ@ZZZ

Definicién 2.2.1. Una funcién meromorfa f : C — C es eliptica (con respecto de A) si es A-
periddica, es decir

flz+ ) = f(2) VAeA

Al conjunto de funciones elipticas lo denotamos C(A). Observe que una funcién eliptica define una
funcién meromorfa sobre C/A

La funcién eliptica mas importante para clasificar curvas elipticas con reticulas es la funciéon p
de Weierstrass (asociada a A) definida por:

-3 X, (3

AeA—{0}



20 CAPITULO 2. CURVAS ELIPTICAS

La funcién p de Weierstrass es una funcién meromorfa cuyos polos (todos de residuo 0) son exac-
tamente de los puntos de la reticula (cf. [Apo90, §1.6, teorema 1.10] o [Ahl79, capitulo 7, §3]). Por
lo tanto induce una funcién meromorfa sobre C/A.

La importancia de g es que, junto con su derivada, genera a todas las funciones elipticas. Mas
precisamente, si escribimos C(pa, ¢y ) como la C-subéalgebra de C(A) generada por p, y su derivada
oA, entonces tenemos que:

C(A) = C(pa, p)),

(cf. [Sil09, capitulo VI, teorema 3.2]).
Ademas @ := g, satisface la ecuacion diferencial

0 = 4% — g — g3

donde g2 = ¢2(A) y g3 = g3(A) son complejos que dependen de la reticula A. Esta ecuacién
polinomial se parece a la formula de Weierstrass simplificada; esto no es una coincidencia:

Teorema 2.2.2. Sea A C C una reticula y sean go = go(A) y g5 = g3(A) los coeficientes de la
ecuacion diferencial que cumple px. Entonces la curva E/C definida por y* = 423 — gox — g3 es
eliptica (i.e. lisa) y E(C) = C/A como variedades complejas bajo la funcion

2+ A [pa(2), gh(2), 1] € PA(C)
donde estamos identificando a E(Q) con la curva cibica asociada en P?(C).

Demostracion. Véase [Sil09, capitulo VI, proposicién 3.6]. O

Este teorema le asocia a cada reticula A una curva eliptica £//C. El resultado inverso es el
teorema de uniformizacion:

Teorema 2.2.3. Sean A, B € C tales que 4A3 — 27B? # 0, entonces existe una reticula A C C tal
que g2(A) = A y g3(A) = B. En particular para cada curva eliptica E : y* = 2° + Az + B existe una
reticula A tal que E(C) = C/A como variedades complejas. Ademds, existe un 7SLo(Z) € H/SLy(Z)
tal que A = Z1 & Z y por lo tanto E(C) = C/(TZ® Z).

Los isomorfismos en los teoremas 2.2.2 y 2.2.3 también son homomorfismos de grupo, i.e. de
grupos de Lie.

2.3. Curvas elipticas sobre campos finitos

Para esta seccién fijamos un nimero primo impar p y fijamos una potencia ¢ = p™ de p. De
manera usual, denotamos al campo de Galois de orden ¢ por F,. También fijamos una curva eliptica
E definida sobre F,. Vamos a estar interesados en calcular la cantidad de puntos en E(F,).

Un resultado famoso, debido a Hasse, dice que |#E(F,) — ¢ — 1| < 2,/g (cf. [Sil09, capitulo V,
teorema 1.1]). En esta seccion calcularemos # E(IF,,) usando la traza del morfismo de Frobenius que
esta definido para cualquier curva eliptica sobre un campo finito.

El morfismo de Frobenius usual ¢ : F, — F,, definido por  — 29, induce un automorfismo
de E (que denotamos igual) definido en coordenadas afines por P = (x,y) — (29,y?). Con esto
tenemos:



2.3. CURVAS ELIPTICAS SOBRE CAMPOS FINITOS 21

Teorema 2.3.1. Sea E/F, una curva eliptica, ¢ : E — E el morfismo de Frobenius de orden q
y escriba a,(E) == q+ 1 — #E(F,). Entonces el morfismo inducido @, : Ty(E) — T,(E) en los
mddulos de Tate (¢ # p) tiene polinomio caracteristico T*> — a,(E)T +q. En particular el morfismo
de Frobenius satisface 0* — a,(E)p +q =0 € End(E).

Demostracién. Como el grupo absoluto de Galois G, es generado topolégicamente por el morfismo
de Frobenius de orden ¢ sobre F,, entonces P € E(F,) si y solamente si p(P) = p(z,y) = (29,y?) =
(z,y) = P o equivalentemente E(F,) = ker(1 — ¢).

Ahora como p 1 1, la isogenia 1 — ¢ es separable (cf. [Sil09, capitulo III, corolario 5.5]) y las
isogenias separables cumplen que # ker ¢ = deg ¢ (cf. [Sil09, capitulo III, teorema 4.10.c]), tenemos
que

#E(F,) = #ker(1 — ¢) = deg(1 — ). (2.3.1)
Nota. Como degy = q y deg : End(F) — Z es una forma cuadrética positiva definida, la desigual-
dad de Hasse mencionada anteriormente se sigue de la férmula anterior después de aplicar una
version adecuada de la desigualdad de Cauchy-Schwarz para deg.

Luego aplicamos la proposicion 2.1.16 a 2.3.1 y tenemos que det ¢, = degp =q y
trop =14+degp —deg(l — ) =14+q—#E(F,) = a,(E).

Por lo tanto el polinomio caracteristico de ¢y es T? — a,(E)T + q.
Por el teorema de Cayley-Hamilton, ¢7 — a,(E)¢, + g = 0. Volvemos a aplicar la proposicién
2.1.16 para concluir que:

deg(p” — ag(E)p + q) = det(p] — aq(E)pe +q) =0.
La tnica isogenia de grado cero es [0] € End(F) y acabamos. O

Curvas elipticas sobre campos finitos también surgen de curvas elipticas definidas sobre Q o en
general sobre campos locales (i.e. localmente compactos con respecto a una topologia no discreta,
por ejemplo cualquier extensién finita de Q, para algin primo p).

Sea F/Q una curva eliptica con una ecuacién y* = ax® + bx? + cx + d y sea p primo. Entonces
bajo el cambio de coordenadas x = uzx’ + v, y = wy’ (para algunas u,v,w € Q) la nueva curva
eliptica F’ definida por

(v)? = aw?(uz’ +v)® + bw 2 (ur’ +v)* + cw (ur’ +v) +dw? = d' (') + b (2')? + 2’ +d

es isomorfa a F y los nimeros u, v, w € Q se pueden tomar de tal manera que los denominadores
de los nuevos coeficientes sean primos relativos con p, ie. a’, ', ¢, d’" € Z,) (la localizacion de Z en
el ideal primo pZ).

El anillo Z,) tiene un morfismo de reduccién médulo p:

modp Z(p) ~ 7 _

Por lo tanto si tomamos el polinomio y* — az® — bz — cx — d € Zy)[z,y] que define E (después de
un cambio de coordenadas adecuado) podemos aplicar la reducciéon médulo p a cada coeficiente,
i.e. aplicar el morfismo Zy,[z,y| — F,[z,y] para obtener un polinomio con coeficientes en F,. En
ciertos casos, este procedimiento produce una curva eliptica £, definida sobre un campo finito.
Veamos bajo qué condiciones sucede esto.
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Definicién 2.3.2. Sea F/Q una curva eliptica y p un primo impar.

1. E tiene buena reduccion médulo p si existe un cambio de variable tal que la nueva ecuacion que
define a E cumple y* — az® —ba® —cx — d € Z,)|z,y] y ademés a € Z{,, de tal manera que la
curva eliptica E, /F, es lisa (o equivalentemente que la ecuacion y? = az®*+br?+cz+d (mod p)
tiene tres raices diferentes).

2. F tiene reduccion multiplicativa médulo p si existe un cambio de variable tal que la nueva
ecuacién que define a E cumple y? — az® — ba® — cx —d € Zy [z, y] y ademds a € Zi,), de tal
manera que la ecuacién y? = ax® + bz? + cx + d (mod p) tiene una raiz de multiplicidad dos
y otra raiz simple.

3. E tiene reduccion aditiva modulo p si existe un cambio de variable tal que la nueva ecuacién
que define a E cumple y* — ax® — ba® — cx — d € Zy)|z,y] y ademds a € Zi,), de tal manera
que la ecuacién y? = ax® + bz? + cx +d (mod p) tiene una raiz de multiplicidad tres.

Decimos que E tiene reduccion mala si satisface 2 o 3. Si E' tiene reduccién multiplicativa, decimos
que la reduccién es partida si las direcciones de las tangentes en el nodo son elementos de I, y
decimos que es no-partida en otro caso.

2.4. Curvas elipticas sobre campos locales

En esta seccion estudiamos el caso cuando una curva eliptica E estd definida sobre un campo
local K, i.e. un campo completo con respecto de una valuacién no arquimediana discreta v. El
ejemplo mas usado es cuando K es una extension finita de Q,, los racionales p—&dicos junto con
la extensién (tnica) de la valuacién p-ddica de Q, a K. Fijamos la siguiente notacion:

1. O:={x € K|v(x) >0} es el anillo de enteros de K.
2. m:={z € K |v(zx) >0} es el ideal maximal del anillo local O.
3. k:= O/m es el campo residual de O.

4. m € O es un generador del ideal principal m, es decir m = (7). Ademds asumimos que
v(m) =1, i.e. v es una valuacién normalizada.

Recuerde que K es el campo de cocientes de O y que todo elemento de K se puede expresar
como una serie de Laurent en 7 y en particular para toda z € K existe una n > 0 tal que 7"z € O.
Ahora consideremos E una curva eliptica sobre K con una ecuacién de Weierstrass generalizada:

v+ azy +y = 2 + asx® + agx + ag, (a; € K). (2.4.1)

Por el comentario anterior, para cada coeficiente a; existe un exponente n; tal que 7"a; € O.
Si tomamos N = méx{ay,...,as}, entonces tenemos que 7¥a; € O para toda i. Por lo tanto si
hacemos el cambio de variable admisible 2’ = 772z, ¢/ = 773Ny, obtenemos la siguiente ecuacién
de Weierstrass:

y? + 1Va 'y + 1N azy’ = 2 + 1N asa”? + 1 aga’ + 7N ag,
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donde cada coeficiente 7Va; € . Por lo tanto podemos asumir a priori que la ecuacién de

Weierstrass (2.4.1) de la curva E'/K tiene coeficientes en O.

Con esta suposicion, tenemos que los coeficientes de Weierstrass de E cumplen a; € O. Como
A es un polinomio en los coeficientes de Weierstrass, tenemos que A € Zlay,...,a6] € O y por
lo tanto ¥(A) > 0. Con esto podemos definir ecuaciones de Weierstrass minimales, i.e. ecuaciones
tales que v(A) es minimo dentro de otras ecuaciones de Weierstrass con coeficientes en O. Mas
precisamente:

Definicién 2.4.1. Sea E una curva eliptica sobre un campo local K. Decimos que una ecuacién
v2 4+ arzy + azy = 23 + asx® + ayx + ag de E/K es una ecuacion minimal de Weierstrass, si cumple
las siguientes dos propiedades:

1. al,...,a6€(’).

2. Siy?+ajzy+ ayy = 2 + aha® + ajx + af es otra ecuacion de Weierstrass de E/K con a, € O
y discriminante A’ entonces v(A) < v(A').

Nota. Bajo cualquier cambio de variable admisible z = u?2’ + r, v = v®y + u’sx’ + t, tenemos
que el discriminante se transforma como A’ = u '2A y por lo tanto v(A') = v(A) — 12v(u).
Esto lo escribimos como v(A’) € v(A) + 127Z. Similarmente tenemos que v(cy) € v(cq) + 4Z
y v(cg) € v(cs) + 6Z. De esta manera, si la ecuacion de Weierstrass no es miminal, podemos
reducir los valores de v(A),v(cs) y v(cs) por miltiplos de 12, 4 y 6 respectivamente. Por lo tanto
tenemos la siguiente condicién suficiente para que una ecuaciéon de Weierstrass sea minimal: sea
v+ a1xy + azy = x° + ax? + a4 + ag una ecuaciéon de Weierstrass para /K donde a; € O, si A,
¢4 0 cg cumplen una de las siguientes tres propiedades:

v(A) <12, v(eq) <4 o v(eg) <6 = laecuacion de Weierstrass es minimal. (2.4.2)

Ejemplo 2.4.2. Tomemos la curva eliptica E definida por y? + zy +y = 2> — 2 — 2. Como los
coeficientes son racionales, podemos pensar que £ estd definida sobre Q, para todo primo p con
la valuaciéon p—adica v,. El discriminante es A = —2 - 5%, entonces por el criterio anterior tenemos
que v,(2 - 5*) < 12 para todo primo p. Por lo tanto la ecuacién de Weierstrass es minimal.

En seguida enunciamos algunas propiedades que cumplen las ecuaciones minimales y en par-
ticular las propiedades que cumplen los cambios de variables admisibles que producen ecuaciones
minimales.

Proposicion 2.4.3. Sea E una curva eliptica definida sobre un campo local K. Entonces:
1. E tiene una ecuacion de Weierstrass minimal.

2. Cualesquiera dos ecuaciones de Weierstrass minimales son equivalentes mediante un cambio
de variable admisible de la forma:

v=ur' +r, y=uy +uPr’s+t, (uc O rstecO).

3. Por otro lado, si el cambio de variable v = u*x’ +r, y = vy +ux’s +t lleva la ecuacidn de
E en una ecuacion de Weierstrass minimal, entonces u,r,s,t € O.
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Demostracion. La existencia de la ecuacion minimal se sigue de que v es discreta. Los otros incisos
se siguen de las formulas que describen la transformacién de los coeficientes de Weierstrass bajo
cambios de coordenadas admisibles. Véase la proposicion 1.3 del capitulo VII de [Sil09] para més
detalles. O]

Ahora, como las ecuaciones minimales siempre existen, para toda curva eliptica F/K, podemos
reducir la ecuacién minimal médulo m = (7). Sabemos que la reduccién médulo m es un homo-
morfismo suprayectivo @ — k que hace  — x (mod 7). Esto lo denotamos por = + T para
simplificar la notacién. Por lo tanto si y? 4+ a12y +y = 23 + asx? + a,x + ag es una ecuacién minimal
de F, tenemos que a; € O entonces reducimos cada coeficiente médulo m para obtener la siguiente
ecuacion polinomial sobre el campo residual k:

E : y*+ayvy + asy = 2° + agr® + ayx + ag,  (a; € k)

Este proceso se puede generalizar para definir una funciéon de “reducciéon médulo m” sobre el
espacio proyectivo P"(K) sobre un campo local. Sea P € P"(K) con coordenadas homogéneas
P = [xg,...,2,] y supongamos que m = min{v(xg),...,v(x,)}. Entonces 7~"x; € O para toda
i =0,...,n y hay un indice j tal que 77"x; € O* (el indice j es tal que v(z;) es minimo). Por lo
tanto podemos asumir que las coordenadas homogéneas de P son elementos de O y al menos una
coordenada pertenece a O*. De esta manera definimos la reduccién médulo m del espacio P*(K)
como la funcion:

T PYK) — P*(k) donde P =[xg,..., 2, P:=[Zo,..., %)
Es claro que la reduccién médulo m, se restringe a la siguiente funcién:
E(K) — E(k), donde P+ P.

En el caso comun, cuando K es una extensién finita de Q,, tenemos que k es una extension finita
de IF, y por lo tanto E es una curva eliptica sobre un campo finito.

En general, E puede ser una curva singular. Es posible que un punto P € E(K) (no singular)
se reduce a un punto singular P € E(k) que sea nodo o ctspide. En seguida clasificamos estas
posibilidades:

Definicién 2.4.4. Sea F una curva eliptica sobre un campo local K y sea E' la reduccién modulo
m de una ecuacion de Weierstrass minimal para E, entonces:

1. E tiene reduccion buena, si E es no singular (i.e. v(A) = 0)
2. E tiene reduccion multiplicativa, si E es singular con un nodo (i.e. v(A) > 0y v(cq) = 0).
3. E tiene reduccion aditiva, si E es singular con una ctspide (i.e. v(A),v(cs) > 0).

Si E/K no tiene reduccién buena (i.e. tiene reduccién multiplicativa o aditiva), decimos que E
tiene reduccion mala. Si E/K no tiene reduccién aditiva, decimos que F es semiestable.

Ejemplo 2.4.5. (Cont. de ejemplo 2.4.2) Sea F/Q, la curva eliptica definida por y* + zy +y =
23 — 1 — 2. Recuerde que A = —1250 = —2 -5 y ¢4, = 25. Entonces para p = 2, E/Q, tiene
reduccién multiplicativa y en p = 5 tiene reduccién aditiva. Por lo tanto E/Q, es semiestable si y
solo si p # 5.
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El nombre de reduccién multiplicativa (resp. aditiva) viene del hecho que el grupo de puntos
no singulares en E(k) es isomorfo al grupo multiplicativo k* (resp. el grupo aditivo k%). Véase
[I1.2.5 y VIL.5.1 de [Sil09] para més detalles. La palabra semiestable viene del hecho que el tipo de
reduccién de E/K se preserva de maneras distintas bajo extensiones K'/K de campos locales. M4s
precisamente:

Teorema 2.4.6. (de reduccion semiestable) Sea E una curva eliptica sobre un campo local K y sea
K’ una extension de campos locales® finita de K, entonces si E/K es semiestable, entonces E/K'
es semiestable. Por otro lado para toda curva E /K, existe una extension finita K'/K tal que E/K'
es semiestable.

Nota. En general, si K'/K es una extension no ramificada, el tipo de reduccién de F/K es equiva-
lente al tipo de reduccién de E/K’. Esto, junto con la proposicién anterior, Silverman lo llama el
“Semistable Reduction Theorem” y lo prueba para el caso cuando la caracteristica de k£ es mayor
que 3 (cf. [Sil09, VIL.5.4]). El caso general se deduce del algoritmo de Tate, véase [Tat75] para la
fuente original o [Cre97, §3.2] para el algoritmo explicito y un resumen de las definiciones necesarias.

Cuando la reduccién de F /K es buena, la curva E es eliptica y nos permite encajar grupos de
m—torsién de E en E(k). Mas precisamente:

Proposicion 2.4.7. Sea E una curva eliptica sobre un campo local K con campo residual k de
caracteristica { y sea m > 1 primo relativo con €. Si E tiene buena reduccion, entonces la funcion
P*(K) — P2(k) de reduccion mddulo m se restringe a una inclusion:

E(K)[m] = E(k),
donde E(K)[m]| es el conjunto de puntos de E(K) de orden m.

La inclusién E(K)[m] < E(k) nos permite estudiar la reduccién buena en términos de la
accién del grupo de Galois de la extension K /K. Para desarrollar esta idea, primero recordemos
que el grupo de Galois absoluto G := Gal(K/K) admite una proyeccién sobre el grupo de Galois
absoluto del campo residual £, i.e. el homomorfismo

7: G — Gy, definido por o+ (2 4+ m— o(z) + m)

es suprayectivo. De hecho Gy, = Gal(K™/K) donde K™ es la extensién maximal no ramificada de
K. Al ntcleo de este homomorfismo lo llamamos el subgrupo de inercia de K y lo denotamos I,
porque depende tnicamente de la valuacién v. Es claro de la definicion que I, es el subgrupo de
elementos de Gk que actian trivialmente médulo m. Con esto definimos:

Definicién 2.4.8. Sea K un campo local con valuacién v y sea X un conjunto con una accién
Gk  X. Decimos que X es no ramificado en v si la restriccién de la accién al subgrupo de inercia
I, es trivial, i.e. si o € I,, entonces o(z) = = para toda x € X.

Ahora la accién usual G ~ E(K) se restringe a una accién a los puntos de m—torsion:
Gk ~ E[m] (cf. seccién 5.2). La reduccién buena de la curva E/K se puede caracterizar con la
accion I, ~ E[m]. Este resultado fue probado por Néron, Ogg y Shafarevich, y lleva su nombre:

4Un campo local (K’,7') es una extensién de un campo local (K, v) si v/ es una extensién de v, i.e. v/(z) = v(z)
para toda x € K.
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Teorema 2.4.9. (Criterio de Néron-Ogg-Shafarevich) Sea E una curva eliptica sobre un campo
local K con valuacion v. Sea p la caracteristica del campo residual k de K. Entonces las siquientes
condiciones son equivalentes:

1. E tiene buena reduccion sobre K.

2. Elm] es no ramificada en v para toda m > 1 tal que (m,p) = 1.

3. Ty(E) es no ramificada en v para algin primo £ # p.

4. E[m] es no ramificada en v para una infinidad de enteros m > 1 tales que (m,p) = 1.
Demostracion. Véase el teorema VIL.7.1 de [Sil09)]. O

Un corolario importante del criterio de Neron-Ogg-Shafarevich es que la reduccion buena es
invariante bajo isogenias:

Corolario 2.4.10. Sean E/K y E'/K curvas elipticas sobre un campo local y ¢ : E — E' una
isogenia definida sobre K, entonces E tiene buena reduccion si y solo si E' tiene buena reduccion.

(cf. el corolario VIL.7.2 de [Sil09])

Para cerrar la seccion mencionamos un resultado de Cassels que calcula la valuacion de las
coordenadas de un punto de m—torsion. El siguiente resultado se usara para calcular condiciones
de integrabilidad de las coordenadas de los puntos de torsién de E(Q).

Proposicién 2.4.11. Sea E/K una curva eliptica sobre un campo local K de caracteristica cero y
con campo residual de caracteristica ¢ > 0. Sea y* + a1xy +azy = 23 + asx® + a4x + ag una ecuacion
de Weierstrass con a; € O, i.e. v(a;) > 0 para toda i. Sea P € E(K)[m] un punto de orden m con
coordenadas x(P) y y(P). Entonces segin la forma de m tenemos:

1. Sim # 0" para toda n > 0, entonces x(P),y(P) € O,

2. Sim = (", entonces m* x(P), 7 y(P) € O donde r = [v(£)/({™ — "1, i.e. la parte entera
del racional v(£)/(f™ — 1),

Demostracion. [Cas49] o [Sil09, VII.3.4] para una prueba con grupos formales. O

2.5. Curvas elipticas sobre campos globales

En esta seccion estudiaremos curvas elipticas definidas sobre campos globales y en particular
sobre extensiones finitas de Q. Fijamos la siguiente notacién para el resto de esta seccién:

1. K es una extension finita de Q con anillo de enteros O.

2. My es el conjunto de valores absolutos sobre K, médulo equivalencia topolégica.®

®Un valor absoluto sobre K es una funcién || : K — R>g, cuya accién la denotamos por z — |z|, que cumple las
siguientes tres propiedades:

a) |z] =0siy solosiz =0,

b) |zy| = |z||y| para toda z,y € K,
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3. Paratoda || € Mg definimos la valuacién asociada v(x) = —log |z|,. Si | | es no arquimediano,
asumimos que el logaritmo se toma con la base adecuada para que v esté normalizada, i.e.
v(K*) = 7Z. Gracias a esta asociacion, es comun referirse a un valor absoluto por su valuacién
asociada, i.e. a los elementos de Mg los denotamos por v y al valor absoluto de una x € K
lo denotamos por |z|,.

4. MY C My es el subconjunto de valores absolutos no arquimedianos y M5 C My el subcon-
junto de valores absolutos arquimedianos. Recuerde que MY estd en biyeccién con los ideales
primos (# 0) de O, entonces al ideal primo de O que corresponde a v € MY lo denotamos

por p,.

5. K, es la completaciéon de K con respecto de v € My. Si v € MY, K, es un campo local y
por lo tanto tiene un anillo de enteros O, local con ideal maximal m, y campo residual k,.

Esta notacién vuelve a aparecer en las secciones 4.1, 5.1 y 6.4.
El teorema principal que cumplen las curvas elipticas sobre un campo global es el teorema de

Mordell-Weil:

Teorema 2.5.1. Sea E una curva eliptica sobre un campo global K. Entonces E(K) es un grupo
abeliano finitamente generado. En particular existe un entero r > 0, llamado el rango de E, tal que

E(K)Z2E(K)a®Z,
donde E(K ), €l subgrupo de torsidn, es finito.
Demostracion. Véase el capitulo VIII de [Sil09] y en particular VIIL.6.7. [

Nota. La existencia de la isogenia dual junto con la finitud de los nicleos de las isogenias implican
que el rango de E(K) es invariante bajo isogenias. En efecto:
Sean E y E' curvas elipticas sobre un campo global K, denotamos por G = FE(K) (resp.
G’ = E'(K)) a sus grupos de puntos racionales. Sea ¢ : F — E’ una isogenia definida sobre K,
entonces ¢ se restringe a un homomorfismo de grupos ¢ : G — G’. Por otro lado, si denotamos por
r (resp. r’) al rango de G (resp. 1), entonces
GG ®ZL, G =G,

tor

Sy

Por el inciso 11), Como el nicleo de ¢ es finito por el teorema 2.1.8.11), tenemos que ker o C Gioy.
Por lo tanto ¢ se factoriza a través de un homomorfismo ¢ inyectivo:

G —72 G

P ¢
-
-
-
// =
-
- ®
P

G/Gtor = ZT

¢) |z +y| <|z|+ |y| para toda =,y € K.
Si ademads el valor absoluto cumple la siguiente condiciéon mas fuerte:
d) |z +y| < méx{[z[,[y[},

decimos que es no arquimediano. Los valores absolutos que no cumplen (d) se llaman arquimedianos.

Gracias a los incisos a) y ¢), la funcién (z,y) — |z — y| es una métrica y por lo tanto induce una topologia sobre
K. Decimos que dos valores absolutos |-|; y |-|, son equivalentes si K1 es homeomorfo a Ky donde K; es K con la
topologia inducida por |-|,.
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Como G/Gyor es libre y @ es inyectivo, la imagen ¢(G/Gior) € Z" C G es libre de rango al
menos r porque si {gi,...,gn} es una base de G/Giqr, entonces {p(g1),...,¢(gn)} es linealmente
independiente. Por lo tanto r < /. Hemos probado que si existe una isogenia ¢ : E — E’ entonces
r < r’. Por lo tanto la existencia de la isogenia dual nos da la otra desigualdad para concluir

Jdyp: E — E' una isogenia sobre Q = rangode E = rango de £'.

En el caso K = Q, esta conjeturado que el rango de E/Q estd completamente determinado por
la funcién L de E. Mas precisamente tenemos:

Conjetura. (Birch y Swinnerton-Dyer) Sea E/Q una curva eliptica con rango r y sea L(E,s) la
extension holomorfa a todo el plano complejo de la funcion L de E. Entonces r es el orden de
L(E,s) en s =1, i.e la serie de Taylor de L(E, s) alrededor de s = 1 es de la forma:

L(E,s)=c.(s—1)" 4+ crpi(s =1+ (¢, #0).

Esta conjetura aparece de esta manera por primera vez en [SDB65]. Véase [CWJ06] para una
descripcion breve e histérica de la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer para introducir la conjetura
como uno de los premios milenarios del instituto Clay. Para un tratado mas completo sobre la
conjetura, véase [Tat66].

El grupo de torsién de E(Q) es mejor conocido. El teorema de Mazur caracteriza las diferentes
posibles estructuras de F(Q)o:

Teorema 2.5.2. (Mazur) Sea E una curva eliptica sobre Q, entonces E(Q)or €s isomorfo a uno
de los siguientes quince grupos:

1. Z/NZ para 1 < N <10 o N =12,

2. 7)22. ®7Z/2NZ para 1 < N < 4.
Demostracion. Véase el teorema 5.1 de §5 del capitulo III de [Maz77]. O
Nota. En particular #FE(Q)o; < 16 para toda curva eliptica F/Q.

Para curvas elipticas sobre Q, hay un algoritmo que nos permite calcular F(Q),, debido a T.
Nagell y E. Lutz que fue probado independientemente por ambos en los 1930’s. La prueba primero
aparecié en [Nag35] y después en [Lut37].

Teorema 2.5.3. (Lutz-Nagell) Sea E/Q una curva eliptica con ecuacion de Weierstrass
v’ =1+ Az + B, (A,BeZ). (2.5.1)

A la ecuacion de Weierstrass le asociamos el entero D := —A /16 = 4A3+27B?, ademds denotamos
G = E(Q) y escribimos x(P) y y(P) como las coordenadas de P € G dadas por (2.5.1). Entonces
para todo P € Gyor tenemos que x(P),y(P) € Z y

P+P=0 o y(P)?|D.

Demostracion. Como las coordenadas de la ecuacién de Weierstrass son elementos de Z = N,Z,,
donde Z, es el anillo de enteros de Q,, entonces E estd definida sobre @, para todo primo p y
podemos aplicar la proposicién 2.4.11 a cada p para concluir que z(P),y(P) € Z. Las condiciones
necesarias sobre el punto P se deducen de un célculo sencillo que involucra la férmula de duplicacién
(2.1.13). Véase el corolario VIIL.7.2 de [Sil09] para més detalles. O
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Ahora introducimos un equivalente de discriminante minimal para campos globales. Sea E/K
una curva eliptica con ecuaciéon de Weierstrass

y2+a1xy—|—a3y:x3+a2x2+a4x+a6, (ai S K).

Para todo valor absoluto no arquimediano v € MY, tenemos que K < K,. Entonces la curva
eliptica F'/K la podemos interpretar como una curva eliptica sobre el campo local K, con la misma
ecuaciéon de Weierstrass. Por la proposicién 2.4.3, para toda v € My podemos encontrar un cambio
de coordenadas que lleve la ecuacién de F/K, a una ecuacién minimal:

Y+ anay + as,y = 20 + a0, 0% + st + agy, (05, € O0,)
con discriminante minimal A,, en particular v(A,) > 0. Con esto en mente definimos:
Definicién 2.5.4. Con la notacién del parrafo anterior, el discriminante minimal de E es el ideal

de O definido como
Do [T w2,
Z/EM?(

donde p, es el ideal primo de O asociado a v.

Es posible que la ecuacién de Weierstrass original de F/K es minimal para v. En este caso no
es necesario hacer un cambio de variable para convertir la ecuacién en una minimal para E/K,. A
veces es posible que la ecuacién de Weierstrass de £/ K es una ecuacién minimal para F/K, para
toda v. Este tipo de ecuaciones de Weierstrass son importantes:

Definicién 2.5.5. Sea /K una curva eliptica sobre un campo global K. Decimos que una ecuacién
Y2 + a1zy + asy = 2% + asx? + asx + ag para E sobre K es una ecuacion de Weierstrass minimal
global, si a; € O y si para toda v € MY tenemos que la ecuacién es minimal sobre el campo local
K, (cf. definicién 2.4.1).

Las ecuaciones de Weierstrass minimales globales se pueden caracterizar con el discriminante
minimal y esto permite garantizar su existencia para una clase grande de curvas.

Proposicién 2.5.6. Una ecuacion de Weierstrass de E/K con discriminante A es minimal global
si y solo si Dg/x = (A). En particular, si K tiene nimero de clase 1 (i.e. O es un dominio
de factorizacion tinica) entonces toda curva eliptica E/K, admite una ecuacion de Weierstrass
manimal global.

Demostracion. Véase la secciéon VIIL.8 de [Sil09] para mds detalles, en particular el corolario
VIIIL.8.3. ]

Ejemplo 2.5.7. (continuacién del ejemplo 2.4.2) Definimos F/Q con la ecuacién de Weierstrass
y? + oy +y + 23 — x — 2. Recuerde que A = —2 - 5% entonces para todo primo p tenemos que
vp(A) < v5(A) = 4 < 12 (donde v, es la valuacién p-adica)y por lo tanto la ecuacién es una
ecuacién de Weierstrass minimal para E/Q, para toda p primo. Por lo tanto y*+zy+y+ 2% —z—2
es una ecuacion de Weierstrass minimal global. Observe que

Dijg = [[(0)"™® = (2)'(5)* = (&).

p
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Ahora estudiamos la reduccién de las curvas F/K, basandonos en la reduccién de las curvas
elipticas E/K,,.

Definicién 2.5.8. Sea E/K una curva eliptica sobre un campo global. Decimos que E tiene
reduccion buena (resp. multiplicativa, aditiva) en v € MY si la curva eliptica F/K,, tiene reduccién
buena (resp. multiplicativa, aditiva). Decimos que F/ K es semiestable si tiene reduccién semiestable
sobre toda v € M.

Como solamente hay una cantidad finita de valuaciones no arquimedianas (i.e. primos) donde
E/Q tiene reduccién mala (ya que los primos asociados a las valuaciones necesariamente dividen
al conductor de F, cf. la definicién 2.5.11 mdas adelante), entonces tenemos el siguiente resultado
que generaliza parte del teorema 2.4.6:

Proposicién 2.5.9. Sea E/Q una curva eliptica, entonces existe una extension finita K/Q tal que
E/K es semiestable.

Demostracion. Sean {pi,...,pn} C M(% el conjunto de primos (i.e. valuaciones) donde E tiene
reduccién mala, i.e. E/Q,, tiene reduccién mala para i € {1,...,n}. Por el teorema 2.4.6 existe
una extension finita F;/Q,, tal que E/F; tiene reduccion semiestable. Sea F/Q la extension finita de
Q cuya completacién con respecto de la valuacién p;—édica es F;. Con esto sea K/Q una extensién
finita que contiene a los campos Fy, ..., F! y sea K;/Q,, la completacién p;—éadica de K, i.e. K; es
una extensién finita de F;. Gracias al teorema 2.4.6 tenemos que E/K; tiene reduccién semiestable
para toda i € {1,...,n}.

Sea p un primo donde E tiene reduccién semiestable, i.e. E/Q, tiene reduccién semiestable.
Gracias al teorema 2.4.6, para toda extensién finita L de Q tenemos que E/L, es semiestable
donde L, es la completacién de L con respecto de la valuacién p-adica en Q. En particular si
tomamos L = K, entonces E/K, es semiestable para toda v € MY. ]

Ejemplo 2.5.10. (continuacién del ejemplo 2.4.5) Si E/Q es la curva eliptica definida por y?+xy+
y = 2® —x —2, vimos en el ejercicio 2.4.5 que E/Q, tiene reduccién buena para toda p # 2,5, E/Q,
tiene reduccién multiplicativa y E/Qj tiene reduccién aditiva. Por lo tanto E/Q es semiestable en
todo primo p # 5.

Para terminar la seccion introducimos un tltimo invariante aritmético de curvas elipticas sobre
campos globales que mide la reduccién de la curva en los diferentes lugares no arquimedianos.

Definicién 2.5.11. Sea F/K una curva eliptica definida sobre un campo global K. El conductor
de FE es el ideal de O definido por

Ng/k = H plrFIE)

veMy
donde el exponente f,(F/K) esta dado por:
0 E tiene buena reduccién en v
1 E tiene reduccién multiplicativa en v
JAE[K) = 2 E tiene reduccion aditivz envyp,{6

2+9,(FE/K) F tiene reduccién aditiva en vy p, | 6



2.5. CURVAS ELIPTICAS SOBRE CAMPOS GLOBALES 31

El término §,(E/K) es el “I'invariant sauvage” 9 de Serre que de cierta manera mide la ramificacién
de las diferentes extensiones K,(E[m])/K,, donde K,(E[m]) es la extensién de K, generada por
las coordenadas de los puntos de m—torsién.

Nota. Gracias a la definicién del conductor de F, tenemos que
E/K es semiestable <= N E/Kk es libre de cuadrados.

Ejemplo 2.5.12. (continuacién del ejemplo 2.5.10) Si £//Q se define con la ecuaciéon de Weierstrass
y? 4+ 2y +y = 2 — x — 2, entonces por el ejemplo 2.5.10, tenemos que

Ngjo = (2)'(3)"(5)*(7)" - - = (50).

Si buscamos esta curva en las tablas de Cremona, encontramos la ecuacion de Weierstrass bajo la
lista de curvas con conductor 50; E es la curva A1(E) [Cre97, pg. 113].

Ejemplo 2.5.13. Si tomamos E/Q definida por y* + zy +y = 2* + 22 — 10z — 10 (i.e. la curva
eliptica modular X¢(15), cf. lema 6.3.4), entonces A = 3'5* y ¢4 = 13- 37. Por lo tanto E/Q,
tiene buena reduccion para toda p # 3,5, tiene reducciéon multiplicativa para p = 3,5 y no tiene
reduccién aditiva porque no hay primos que dividan a A y ¢4 simultaneamente. Por lo tanto

Nejg = (2°(3)(5) (7)°(11)° -~ = (15).

En general, si la curva modular X,(N) es eliptica (i.e. de género 1), entonces el conductor de Xy (V)
es N. Esto lo prueba Ligozat en su tesis doctoral, cf. [Lig75, teorema 1.4.2].

Cerramos la seccién con una discusion de las curvas de Frey. El punto de partida de la prueba
del dltimo teorema de Fermat es asociar una curva eliptica a un posible contraejemplo a™ +b" = ¢".
Esta curva eliptica lleva el nombre de curva de Frey. Aunque Yves Hellegouarch estudié este tipo de
curvas elipticas antes que Frey (cf. [Hel75]), fue Frey quien primero sugirié que una curva eliptica
de ese tipo asociada a una soluciéon de la ecuacion de Fermat podia producir una contradiccion
(cf. [Fre86)).

Empezamos con la definiciéon de la curva de Frey:

6Para definir el término 6, asociado a una curva E/K y a una valuacién no arquimediano v de un campo
K, primero encontramos una ecuacién minimal para E/K,. Después consideremos los puntos de {—torsién de
E/K, donde /¢ es un primo distinto de la caracteristica del campo residual k,; a estos puntos los denotamos por
V :={P € E,(K,) | {P = O} y sus coordenadas generan una extensién finita L, de K, y a su vez una extensién
finita de Q,. Claramente Gal(K,/K,), y por lo tanto Gal(L, /K, ), acttia sobre V que es un espacio vectorial sobre
Fy.
Por otro lado en el grupo G = Gal(L,/K,) existe una filtracién de subgrupos Gy 2 G; 2 G 2 ---. Los grupos
G; se llaman los grupos de ramificacién superior y se definen como

G, ={o € Gal(L,/Kpu) | ord,(a — o)) > Yo € Op,},

donde Oy, es el anillo de enteros de L,. Si denotamos por V' al subespacio fijo de la accién G; ~ V, entonces
definimos ¢, (F/K) como

(E/K) = * di | 7A%
(B/K) = 3 5 dime, V)

Véase el inicio de [Ser87] o [Ser79, §19.3]. También en §10 del capitulo IV de [Sil99] viene otra manera de definir el
invariante 9,,.
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Definicién 2.5.14. Sean A, B,C' € Z tales que A+ B + C = 0. La curva de Frey asociada a la
terna (A, B, C) es la curva Ey g ¢ definida por

Espc @ v =z(x — A)(x + B).

Nota. La curva de Frey E4 g ¢ es eliptica cuando es lisa, es decir cuando el discriminante es diferente
de 0. El discriminante lo denotamos por Ay g ¢ vy es igual a:

Aapc =2*(ABC)?. (2.5.2)

Si (a, b, ¢) es una solucién no trivial de la ecuacién de Fermat 4+ y? + 2P = 0, donde p es impar,
entonces los enteros A = a?, B = b y C = ¢? producen una curva de Frey que denotamos:

Eobep = Ewpweo : 2 = z(z — a®)(z + )

Proposicién 2.5.15. Sean a,b, c € Z primos relativos tales que a? + b = cP. Entonces la curva de
Frey Eqpcp cumple:

(1) Eupep €s semiestable.

(11) El conductor de Eqp ., €S:

abc,p H l.

L]abe
£ primo
Demostracion. Escribimos E := E,; ., ¥ en general suprimimos el subindice “a,b, c,p” de la nota-
cién.
(1) Vamos a probar que E es semiestable sobre los primos impares /¢, i.e. hay reduccién buena
modulo £ o reduccion multiplicativa modulo ¢. Cuando ¢ = 2, E tiene reduccion multiplicativa

pero solamente referimos el lector al articulo de Serre donde aparece la prueba (cf. [Ser87,
§4.1.3)).

Para ¢ > 2 la ecuacién que define a E se reduce modulo p a:
y* = x(x — a?)(z +tP) (mod £). (2.5.3)

E es semiestable en p si las tres raices del lado derecho 0, a? y —b” no son todas iguales. Si este
es el caso tendriamos 0 = a? = —b” (mod /) o en particular ¢ | a,b lo cual a su vez implica
que ¢ | ¢. Esto no puede suceder porque (a,b,c) = 1 por hipétesis. Por lo tanto al menos dos
raices del lado derecho de (2.5.3) son distintas y podemos concluir que E es semiestable en
0> 2.

(11) Ya sabemos que el discriminante de F es 2*(abc)? por (2.5.2). Entonces mddulo p, la ecuacion
que define F tiene discriminante congruente a 0 médulo ¢ si y solamente ¢ | abe. Por lo tanto
si 1 abc, E tiene buena reduccién en ¢ y por lo tanto el exponente de ¢ en el conductor de
E es 0 (véase la definicién 2.5.11). Si ¢ | abe entonces solamente hay reduccién multiplicativa
y por lo tanto el exponente de ¢ es 1. De esta manera el conductor de E es

abqp H L.

L]abe

£ primo

Observe que como 2 | b, tenemos que el conductor N, ., es par.
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2.6. Superficies Elipticas

En esta seccién repasamos las definiciones y propiedades de superficies elipticas que son esen-
cialmente curvas elipticas definidas sobre campos de funciones de una curva. En esta seccion vamos
a asumir que los campos son de caracteristica 0.

Definicién 2.6.1. Sea C una curva proyectiva y lisa definida sobre un campo K. Decimos que
(€, m,1), o simplemente &£, es una superficie eliptica sobre C si cumple las siguientes propiedades:

1. &€ es una variedad proyectiva de dimensién 2.

2. m: & — C es un morfismo tal que para toda t € C(K), salvo una cantidad finita de valores,
la fibra
E =71t

es una curva proyectiva lisa de género 1.7

3. t:C — & es una seccion de m, es decir que ¢ es un morfismo de variedades definido sobre K
que cumple 7o = Ide.

Nota. Si k C K, decimos que la superficie (€, 7, ¢) esta definida sobre k si C, &, 7y ¢ estan definidos
sobre k.

Nota. Para casi toda t € C(K), la fibra & es una curva eliptica definida sobre un campo sobre el
cual el punto distinguido ¢(t) estd definido. Como cada F; es un grupo abeliano podemos operar
secciones de m de la siguiente manera: si ¢1, 1o son secciones de 7, entonces definimos

(11 + 2)(t) := 11(t) + 12(2), (—11)(t) :== —u1(2),
donde ¢t € C(K) es tal que & es lisa. Esto hace que
E(C):={o:C — & |0 esseccién de 7}

sea un grupo abeliano, lo llamamos el grupo de secciones sobre £. Esto se prueba al observar que
las coordenadas de t¢1(t) + to(t) y —t1 son funciones racionales de K(C) y por lo tanto definen
una funcién racional C — &£ que es automaticamente un morfismo porque C es una curva lisa
(véase la proposicién 3.10 del capitulo III de [Sil99]). Si ademds € estd definido sobre un subcampo
k C K, entonces podemos restringirnos al conjunto de secciones definidas sobre k& que denotamos
por £(C/k); éste sigue siendo un grupo abeliano.

Definicién 2.6.2. Sea C una curva proyectiva lisa definida sobre K y sea k C K un subcampo.
Decimos que dos superficies elipticas € y £ definidas sobre k son k—birracionalmente equivalentes
sobre C si existe una funcién birracional f : £ — &’ definido sobre k tal que # = 7’ o f donde =
(resp. ') es la proyeccién de € (resp. &'). Es decir

& = y &'
C

"Un teorema de Igusa [Igu55, Theorem 2] nos dice que el polinomio de Hilbert de una familia algebraica de
variedades normales parametrizadas por los puntos de una variedad (e.g. las fibras de una superficie eliptica) es
independiente del punto y por lo tanto el género de toda la familia es constante. En el caso del texto ya sabemos
que existe una infinidad de fibras de género 1 y por lo tanto todas las fibras lisas son de género 1.
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Las superficies elipticas son esencialmente curvas elipticas definidas sobre el campo de funciones
de una curva C. Més precisamente, sea C/K una curva proyectiva lisay A, B € K(C) dos funciones
racionales. Entonces definimos la curva eliptica sobre K (C):

E . > =2+ Az + B,

donde 4A3 + 27B% # 0 € K(C). Si tomamos una t € C(K) tal que A ni B tienen polos en ¢ y tal
que A = —16(4A3 4 27B?) no se anula en ¢, entonces podemos definir la curva eliptica E;/K como:

E; : v =2+ A(t)z + B(t), (A(t), B(t) # oo, A(t) #0) (2.6.1)

Si consideramos a ¢ como una variable, entonces definimos la siguiente variedad proyectiva:

£(4,B):={(IX,Y,Z),t) e P2 x C ’ A1), B(t) # 00, Y27 = X3+ A()X 22 + B1) 2}, (2.62)

donde la barra denota la cerradura de Zariski en P? x C, que estd contenida en algin PV. Afirmamos
que E(A, B) es una superficie eliptica sobre C donde 7 : £(A, B) — C es la restriccién a £(A, B) de
la proyeccién natural P> x C — C y

t:C— E(A,B), definida por t~— ([O, 1, 0],t)

como seccién de w. En efecto, el conjunto de t € C donde A(t) = oo 0 B(t) = o0 0 A(t) = 0 es
finito, entonces para el resto de las ¢ tenemos que la fibra:

E(A,B)y=n"(t)={P € &(A,B) | n(P)=t} =E,
es la curva eliptica de (2.6.1) con el punto al infinito como su punto distinguido y por lo tanto

E(A, B) es una superficie eliptica sobre C.

Nota. Si cambiamos y? = 2®+ Ax+ B a otra ecuaciéon de Weierstrass y? = 2°+ A’z + B’ con cambio
de variable admisible sobre K (C), entonces las variedades £(A, B) y £(A’, B) son birracionalemente
equivalentes sobre C.

Resulta que toda superficie eliptica sobre C se puede obtener con el procedimiento anterior. Es
decir:

Teorema 2.6.3. Sea £ = (£/K,7,1) una superficie eliptica sobre C/K definida sobre un subcampo
k C K. Entonces existen A, B € k(C) tales que £ es k—birracionalmente equivalente a E(A, B)
dada por (2.6.2). Ademds la curva eliptica E/k(C) definida por

E =24+ Az + B,
es unica salvo isomorfismo sobre k(C).

Nota. El grupo de k(C)—puntos de E es isomorfo al grupo de secciones de € sobre k. Més precisa-
mente, la funcion

E(k(C)) — £(C/k) definida por  (z,y) — (t — ([z(t),y(t),1],1)) (2.6.3)

es un isomorfismo de grupos, i.e. E(k(C)) = £(C/k). Véase la proposicién 3.10 del capitulo I1I
de [Sil99] para una prueba.
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Veamos un ejemplo de superficie eliptica que aparece en la prueba del teorema de modula-
ridad. La curva base C serd P!(Q) cuyo campo de funciones racionales es Q(t). Este ejemplo es
originalmente de Klein (cf. [Kle45, pg. 130]).

Ejemplo 2.6.4. Definimos la curva eliptica W/Q(t)
W y? =2° + ay(t)z + ag(t)

donde ay, ag € Q(t) estan definidos por
1
as(t) = —4—8(t20 — 228t1% 4 49440 + 22847 + 1),

1
ag(t) = @(t% + 522t — 10005¢*° — 10005t — 522¢° + 1)

El j—invariante de W es:

— (%0 — 22811° + 494410 + 22845 + 1)3
(410 + 1185 — 1)°

J(W) = (2.6.4)

En el capitulo 6 veremos que VW es una superficie eliptica sobre una curva X5 sobre Q que
parametriza clases de isomorfismos [E, P, C| donde E/Q es una curva eliptica, P € E[5] y C C EI[5]
es un subgrupo ciclico Gg—estable de orden 5 que no contiene a P.
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Capitulo 3

Formas Modulares

3.1. La accién SLy(R) ~ H

Para definir formas modulares, primero necesitamos estudiar los automorfismos del semiplano
de Poincaré

H:={zecC|S(z2)>0}.

Sabemos que las matrices 2 X 2 con coeficientes complejos actian sobre la esfera de Riemann
C = CU {oo} mediante transformaciones de Mdbius:

az+b a b
72—62+d donde 7-(6 d)'

Nosotros estamos interesados en la restriccién de la accién a GL3 (R) ~ H donde GL3 (R) =
{v € GLz(R) | det A > 0} y después nos enfocaremos en subgrupos discretos I' C GL3 (R) y sus
acciones I' ~ H asociadas. A GL3 (R) le ponemos la topologfa de subespacio del espacio euclidiano
R%. De esta manera, la accién GL5 (R) ~ H es continua.

Esta accién no es fiel'; en efecto (\y)z = vz para toda A > 0. Por lo tanto la accién desciende
al cociente con las matrices escalares y asi obtenemos el isomorfismo:

GL;(R) ~ SLa(R) gef

Aut(H) = {f:H — H | f es holomorfa} = g {E1d} = PSLy(R).

La accién es transitiva. En particular, toda z = z + iy € H estd en GL (R)i, la 6rbita de i. En

efecto:
Y2 gy Y2\ iyt oyl
0 —1/2 )V T

y P A

Ademas, el subgrupo de isotropia de i es:

GLE(R); = {(‘Z Z) € GL(R)

ai +b a —b
el R (G VI

1Una accion G ~ X es fiel si el subgrupo de isotropia G, := {7 € G | o = 2} es el subgrupo trivial {1} para
toda z € X.

37
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Por lo tanto tenemos una funcién continua y biyectiva GL3 (R)/SO(R) — H, mds atin, esta
biyeccién es un homeomorfismo?.

Ahora nos enfocamos en clasificar algunas matrices. Toda matriz M € GLy(C) es conjugada a
su forma canonica de Jordan que solamente puede tomar dos formas:

(3 i) 0 (8 2) A#peCy |Mul=1),

correspondientes a las transformaciones z — z + A1 y 2z — (\/u)z respectivamente.

Definicién 3.1.1. Sea A € GLy(C) — {£Id} con valores propios A, 4 € C. Decimos que la matriz
Aes

1. Parabdlica si A = p. Ademas, si A € SLy(C), entonces equivalentemente trA = £2.

2. Eliptica si X # py |A\/u| = 1. Ademés, si A € SLy(C), entonces equivalentemente trA € Ry
[trA| < 2.

3. Hiperbdlica si \/u € Ry N > 1. Ademés, si A € SLy(C), entonces equivalentemente
trAe Ry [trA]| > 2.

4. Lozodrémica en cualquier otro caso. No hay A € SLy(R) loxodrémica.

Ahora nos enfocamos en la restriccién de la accién GL3 (R) ~ H a una accién I' ~ H, donde
I' € SLy(R) es un subgrupo discreto. Sea I' C PSLy(R) su imagen bajo la proyeccién SLy(R) —»
SLy(R)/{£1}.

Nota. En general denotaremos por X a la imagen del subconjunto X C SLs(R) bajo la proyeccion
SLy(R) — PSLy(R), en particular, si X =1I" un subgrupo discreto, I' = I'/(I' N {£1}).

Definicién 3.1.2. Decimos que z € H es: un punto eliptico de la accion I' ~ H si el grupo de
isotropia I', contiene una matriz eliptica; el orden del punto eliptico z € H se define como la
cardinalidad de T'.. Decimos que z € R U {oo} es una cispide de la accion I' ~ H si I, contiene
un elemento parabdlico.

Notas. En la definicién de ctspide, estamos extendiendo de manera natural la accion I' ~ H a la
accién I' ~ C para poder definir el grupo de isotropia de z € R U {oc}, es decir ', := {y € T" |
vz =z Vz € C}.

A H le podemos agregar las cispides de una accién I' ~ H para obtener una curva compacta
muy importante al tomar cociente médulo I'. Pero antes de seguir volvemos a enfocarnos en un
caso més particular: suponemos que I' C SLy(Z); a SLy(Z) se le llama el grupo modular.

En este caso, es bien conocido que las ctspides de I' solamente pueden ser racionales o oo.
Entonces para agregarle a H las cuspides, definimos

H*(T) =HU {z € QU {oo} | z es una ctispide de I' ~ H}.

2En general, si hay una accién G ~ X entonces la funcién natural G/G, = Orb(x) es continua y biyectiva.
Si ademds pedimos que G y X sean localmente compactos, y G sea segundo numerable, entonces esa funcién es
un homeomorfismo. La prueba es estdndar y usa el teorema de Baire (c.f. la proposicién 1.2 y el lema 1.3 de §1.1
de [Mill17b]).
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En general solamente escribimos H*, en lugar de H*(I"), cuando el grupo I' es implicito del contexto.
I' sigue actuando sobre H* como la restriccion de la accion I' ~ C. En efecto, si z € H* — H es una
ctispide y A € T', parabdlico, entonces BAB™! estabiliza a Bz y tr(BAB™!) = tr(A) = £2.

Ahora definimos una topologia para H*, especificando una base local para los tres tipos distintos
de puntos de H*:

» Si z € H, se toma al conjunto {|z — w| < €},em como base local de z.
» Siz =00, se toma {{Im (w) > N} U {co}}n>1 como base local de co.

= Siz € Q es una cuspide, para su base local, se toma a z y a los interiores de todos los discos en
H tangentes al eje real sobre z, mas precisamente, se toma {{|w — z — ¢i| < e}pem U {z}}es0.

Las vecindades de z € Q U oo se llaman vecindades horociclicas. En la figura 3.1 viene un ejemplo
de un elemento de cada tipo de base local. De esta misma figura es claro que H* es un espacio
Hausdorff.

_______

Figura 3.1: Un ejemplo de cada tipo de abierto basico de la topologia de H*.

Nota. H* es conexo. En efecto: si H* = U U U’ es una disconexién, (U NH) U (U'NH) = H es una
disconexion de H; como H es conexo (sin pérdida de generalidad), tenemos que U NH = (), es decir
U C QU {oc}; el tnico abierto U C H* que puede cumplir esto es U = () y terminamos.

El espacio de orbitas de la accion I' ~ H* es un espacio muy importante que definimos en
seguida:

Definicién 3.1.3. Sea I' C SLy(Z) un subgrupo discreto que actiia sobre H*. El espacio cociente
se llama la curva modular asociada a I' y se denota:

X(I') .= H*/T.
De manera elemental (pero no trivial), podemos deducir las siguientes propiedades:

Proposicién 3.1.4. SiT' C SLy(Z) es un subgrupo, entonces X (I') es un espacio conexo, Hausdorff
y localmente compacto.
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Demostracion. Aqui solamente esbozamos la prueba, para mas detalles nos referimos a [Shi94, §1.3,
teorema 1.28 y proposicion 1.29 respectivamente|. La conexidad se sigue de que H* es conexo. Ser
Hausdorff se sigue de que la accién I' ~ H* es totalmente disconexa®. Lo localmente compacto se
sigue de que existe una vecindad Ve = {z € H* | S(2) > C'} de la cispide oo, tal que Vi /I's queda
identificado con V¢ /T y asi se calcula que

Ve/T={z€Ve|z=00 0 0<R(z) <|h|}/T

para alguna h € Z; como el lado derecho es la imagen continua del compacto {z € Vo | 0 <
R(z) < |h|} U {0} bajo la proyeccion H* — H*/T", concluimos que Vi/T es la vecindad compacta
buscada. 0

De hecho, a X (I') le podemos dar una estructura de superficie de Riemann compacta (nos
referimos a [DS05, §2.2, §2.3, §2.4] para detalles).

Teorema 3.1.5. Sea I' C SLy(R) un subgrupo discreto. El espacio cociente H* /T es una superficie
de Riemann (i.e. una variedad holomorfa sobre C de dimension 1). Ademds si ' es de indice finito,
X(T) es compacto.

w w+1

Figura 3.2: Dominio fundamental de la accién SLy(Z) ~ H, donde w = e*7/3,

Demostracion. Es bien conocido que el conjunto

F={zeH|-{<R() <3 |z =1}

3Una accién de grupos G ~ X es totalmente disconeza si para cualesquiera dos subconjuntos compactos K y
K’ de X, el conjunto {y € G | K N~v(K’) # 0} es finito.
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es un dominio fundamental® para la accién SLy(Z) ~ H (Véase la figura 3.2). Ademds F' :=
F U{oo} C H* es compacto. En efecto, dada cualquier cubierta abierta de ' C |J U;, un abierto
U; contiene a co y asi contiene a un abierto de la forma V = {z € H | J(z) > C'} U {oo}. Por lo
tanto
F-vclJu,
i#]

pero F' —V es claramente compacto (por ser interseccién de cerrados y ademés acotado), entonces
hay una subcubierta U;, U---UU,, finita de ' — V. Por lo tanto 7' C U; UU;, U---UU;, y hemos
obtenido una subcubierta finita para F’.

Por otro lado, como F es un dominio fundamental

H* = SLy(Z)F = | J(nD)F'

Vi

donde la unién corre sobre un sistema completo de representantes de SLo(Z)/I". Si aplicamos la
proyeccién natural 7 : H* — H*/T" = X(I") obtenemos:

X(T) = Jr(n(F)).

Yi

Por ltimo, la unién anterior es finita pues tiene (SLy(Z) : I') uniendos y I" es de indice finito; la
composicién 7 o~; : H* — X (I') es claramente continua, entonces m(~;(F’)) es compacto para toda
i. De estas dos consideraciones concluimos que X (I') es compacto. ]

En general decimos que un subgrupo discreto I' C SLy(R) es un grupo Fuchsiano del primer
tipo si X (I') es compacto. El teorema anterior se puede reescribir como: todo subgrupo I' C SLy(Z)
de indice finito es Fuchsiano de primer tipo. Ahora, para nuestras consideraciones, no requerimos
la generalidad de los grupos Fuchsianos, entonces solamente nos vamos a restringir a la siguiente
clase de subgrupos especiales que van a aparecer seguido en este trabajo.

3.2. Subgrupos de congruencia

Los subgrupos de congruencia son ciertos subgrupos del grupo modular SLy(Z). Como SLy(Z)
es discreto en SLy(R), los resultados de la seccién anterior aplican a cualquier subgrupo de SLy(Z).
En particular vamos a estar interesados en subgrupos que contengan matrices que, médulo alguna
N € Z*, sean la identidad. Estos son:

Definicién 3.2.1. Sea N € Z*. El subgrupo de congruencia principal de nivel N se define como

(N = {(Z Z) eSLyZ)|a=d=1,b=c=0 (mod N)}.

A la curva modular asociada a I'( V) la denotamos por X (N) en lugar de X (I'(N)). Ademés decimos
que un subgrupo discreto I' C SLy(Z) es un subgrupo de congruencia si existe una N € Z7T tal que
I'(N) CT.

4Un dominio fundamental de una accién G ~ X es un subcogjunto abierto F C X tal que si z,2’ € F entonces
GxNGz' 2 {1} = x = 2’ y tal que para toda z € X existe 2’ € F (la cerradura topoldgica de F) tal que Gz = Gz'.
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Primero notamos que I'(1) = SLy(Z) entonces, cuando la notacién lo requiera, vamos a usar
ambas notaciones intercambiablemente.

Tenemos que I'(IV) es un subgrupo normal de SLy(Z). En efecto si extendemos la proyeccién
natural Z — Z/NZ a SLy(Z), entrada por entrada, obtenemos un homomorfismo de grupos I'(1) —
SLy(Z/NZ) que resulta ser suprayectivo (cf. [Shi94, §1.6, lema 1.38]). Por lo tanto tenemos la
siguiente sucesion exacta:

1 —— I(N) —— SLy(Z) — =N, S1,(Z/NZ) — 1.

Como consecuencia directa de esto tenemos que

SLy(Z)
T(N)

(SL2(Z) : T(N)) = # = #SLy(Z/NZ) < o0

y por lo tanto X (V) es compacto.
Podemos calcular explicitamente el indice de T'(N). Es conocido que GLy(Z/pZ) tiene (p? —
1)(p? — p) elementos (c.f. [Rot95, Teorema 8.5, pg 219]) y en general:

#GLy(Z/p°T) = p*® (1 - %) (1 - pi) ,
#SLy(Z/p°Z) = p (1 - %) , (3.2.1)

p

(c.f. [Shi94, §1.6]). Si N = [[p;" es la factorizacién en primos, el teorema chino del residuo nos
da el isomorfismo Z/NZ = [[(Z/p;"Z) que induce (otra vez por el teorema chino del residuo) el
isomorfismo SLy(Z/NZ) = [[ SLa(Z/p“Z). Con la férmula (3.2.1) podemos concluir que

(SLs(Z) : T(N)) = #SLy(Z/NZ) = N3H<1——) (3.2.2)

p|N

Si N = 2, tenemos que —1 € I'(2) mientras que —1 ¢ I'(IV) para toda N > 2. Por lo tanto, al
tomar el cociente SLy(Z) — PSLy(Z), el indice de la imagen I'(N) de I'(IV) es la mitad del indice
original para N > 2 y no cambia cuando N = 2. M&s precisamente:

— {%Ns Hp|N(1 _p72) N > 27

(PSLy(2) : T(V)) = § 2 N (3.2.3)

Ahora introducimos unas clases de subgrupos de congruencia que son muy importantes:

Definicién 3.2.2. Sea N € Z*. Definimos
To(N) := { (i 2) € SLQ(Z)‘C =0 (mod N)} :
I'1(N) := { (CCL 2) € SLQ(Z)‘CL =d=1, c=0 (mod N)} .

A la curva asociada a I';(N) la denotamos por X;(NN) (i = 1,2) y en particular, a Xo(N) se le llama
la curva modular de nivel N.
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Claramente I'(V) C T'o(N), entonces I'g(N) es un subgrupo de congruencia. Ademas I'(N) es
un subgrupo normal de I'o(/NV) porque es el nicleo del homomorfismo

Wy : To(N) — (Z/NZ)* definido por (CCL Z) — d (mod N).

Entonces podemos hablar del indice (I'o(N) : I'(N)). Para calcularlo observemos que, bajo la
proyeccién SLy(Z) — SLy(Z/NZ), la imagen del grupo I'g(NV) es

Po(N) . a b *
Tov {(0 al) e SLQ(Z/NZ)‘G € (Z/NL)*, b e Z/NZ}
ya que si tomamos v € I'g(NN) con det vy = ad — bc = 1, la hipétesis de ¢ =0 (mod N) implica que
ad =1 (mod N). Para elegir un elemento arbitrario de I'y(IV) /T'(IV), solamente hay ¢(/N) maneras
de elegir la entrada a y N maneras de elegir la entrada b.> Por lo tanto tenemos

Lo(NV)

(Co(N) : D(N)) = #t gy = Vo) = N2 ][0 =71
pIN

donde hemos usado una férmula muy conocida de ¢ [IR90, Proposicién 2.2.5].
Con la férmula anterior y con la férmula para (SLy(Z) : I'(N)) que calculamos en (3.2.2),
podemos calcular el indice de I'y(N) en SLo(Z):

(SLz(Z) : F(N)) - N3H<1 _p—2> B B
T )~ e - e

p|N

(SLy(Z) : To(N)) = (3.2.4)

Ademas, como —1 € I'o(NV), tenemos que (PSLy(Z) : T'g(N)) = (SLa(Z) : To(N)).
Ejemplo 3.2.3. Un caso de interés para este trabajo es cuando N = 15. Aqui
(SLa(Z) : To(15)) =15 (1 + %) (1 + &) = 24.

Por los resultados anteriores, si I' es un subgrupo de congruencia, la curva modular X (I") es
una superficie de Riemann compacta y por lo tanto es caracterizada topolégicamente por el género.
Para calcular el género de X (I'), necesitamos estudiar los puntos elipticos y las cispides de la accién
I' ~ H*. Abusamos un poco la notacién y decimos que zI' € X (I') es un punto eliptico (resp. una
cispide) si z € H* es un punto eliptico (resp. una cuispide) de la accién I' ~ H*.

Para calcular el género de X (I'), se usa la férmula de Hurwitz5 aplicado a la funcién holomorfa
¢ : X(T) =H/T — H*/T'(1) = X(1) inducida por la inclusién I' C T'(1). Primero sabemos que

®La funcién aritmética ¢ : Z+ — ZT definida por ¢(N) = #{1 < k < N | (N,k) = 1} se llama la funcién de
Euler y cumple ¢(N) = #(Z/NZ)*.

SFérmula de Hurwitz: Sea f : X — X’ una funcién holomorfa no constante entre dos superficies de Riemann
compactas con géneros g y ¢’ respectivamente. Denota por e, el indice de ramificacién de f sobre 2’ € X', i.e. el
minimo exponente (necesariamente positivo) de la serie de Taylor de la funcién f expresada en coordenadas locales.
Denotamos n = e, + -+ + €,, donde f~!(2') = {x1,...,2,} para alguna 2’ € X’; el valor de n no depende de
' € X' y se llama el grado de f. La férmula de Hurwitz dice que

29-2=n(2¢' =2)+ > (e — 1).

' eX’
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el género de H*/T'(1) es 0 porque H*/T'(1) ~ C como espacios topolégicos; esta afirmacién es bien
conocida y se puede deducir del dibujo del dominio fundamental de la accién I'(1) ~ H* que vimos
en la prueba del teorema 3.1.5. Entonces la relacién entre los géneros de X (I') y de H*/T'(1) que
establece la férmula de Hurwitz se puede usar para calcular el género de X (I") y asi completamente
caracterizar a X (I') como superficie de Riemann. Como consecuencia de estas consideraciones,
tenemos el siguiente teoremas:

Teorema 3.2.4. Sea I' un subgrupo de congruencia. Sea ji = (PSLy(Z) : T'), Sea vy la cantidad de
cuspides de X (I') y v; como la cantidad de puntos elipticos de orden i € {2,3} en X(I'). Entonces
el género g de la superficie de Riemann X (T") es:

1% Vo 13 Vo

225 >

I TR T T3
Demostracion. La observacion clave para aplicar la formula de Hurwitz es que el indice de rami-
ficacién de un elemento 2I' € X(I') en la preimagen de 2I'(1) € X(1) bajo la funcién natural
X(I') — X(1) es exactamente el indice (I'(1), : I',) dentro de PSLy(Z) (cf. [Shi94, §1.5, pro-
posicién 1.37]). Para una prueba completa de este teorema vea [Shi94, §1.6, proposicién 1.40] o
vea [DS05, Teorema 3.1.1] para una prueba més detallada). O

Nota. Cuando I' = I'(N), la férmula para el género de X(I') se simplifica. Para N > 1, I'(N) no
tiene puntos elipticos y vo = p/N (cf. la proposicién 1.39 de §1.6 en [Shi94] y la discusién después
de ésta). Entonces tenemos que:

génerode X(N)=1+pu——.

Ejemplo 3.2.5. En el caso N = 2, la nota anterior y la férmula (3.2.3) nos da el género de X (2):

2—-06
género de X(2) =1 +67 = 0.

Cuando I = T'y(V), las férmulas para vs, 13 y Vs son més complicadas:

Proposicién 3.2.6. Con la notacion del teorema 3.2.4, la cantidad de puntos elipticos y cuspides
de Xo(N) se calculan con las siguientes formulas:

vy = {Hpuv <1 + (%)) 44N

0 4N’
. {pr (1+(3)) otw

0 9| N’
veo = > 6((d. N/d)).

d|N

donde <§> es el simbolo de Legendre, i.e. el caracter cuadrdtico (Z/pZ)* — {£1} que caracteriza

st un elemento a € (Z/pZ)* es residuo cuadrdtico o no mddulo p.

Demostracion. (c.f. [Shi94, §1.6, proposicién 1.43]) O
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Ejemplo 3.2.7. Aplicamos el teorema anterior al caso N = 15. Para calcular v, v3 v V4, usamos
la proposicion 3.2.6. Como —1 no es residuo cuadratico médulo 3 y —3 no es residuo cuadratico
modulo 5, la proposicion 3.2.6 dice que

= (14 (F) 1+ (F) =0 v w=(1+(F) 0+ () -0

ademads,

Voo = Y 6((d,15/d)) = ¢((1,15)) + 6((3,5)) + ¢((5,3)) + 6((15,1)) = 4.

d|15

Todo esto junto con pu = (SLa(Z) : T'y(15)) = 24 dado por el ejemplo 3.2.3 se combina para dar:
g=1+—=—-—=-—-—=-—= = 1.

Por lo tanto el género de X((15) es 1, es decir Xy(15) es una curva eliptica. Observe que las cuatro
cuspides son 0, %, %, % (donde % es la cuspide oo). Esta curva eliptica aparece en la prueba del
teorema de modularidad.

3.3. Formas modulares y automorfas

Ahora nos enfocamos en funciones holomorfas f : H — C que se transforman de cierta manera
bajo la acciéon de un subgrupo de congruencia I". No podemos restringirnos solamente a tales
funciones que son invariantes bajo la accién de I' (i.e. las funciones holomorfas definidas sobre
H/T") porque dejamos afuera la gran mayoria de la teorfa de formas modulares.

En esta seccién iremos construyendo poco a poco los requerimientos que necesita tener f para
poder llamarla una forma modular. Después estudiamos ciertos operadores entre los espacios de
formas modulares que nos permiten “cambiar” de subgrupo de congruencia; estos operadores son
ejemplos de operadores de Hecke.

Primero definimos dos conceptos fundamentales:

Definicién 3.3.1. El factor de automorfia se define como la funcién:

J:GLy(R) xC—C  j(y,2)=cz+d dondevz((z Z)

Para cada v € GL; (R) definimos el [y],—operador de peso k sobre el espacio de funciones holomorfas
f:H — C, como:

(fIVi) (2) = (det7)*2j (7, 2) 7" f(72).
Notas. La férmula de f[y]x es multiplicativa, es decir [vv']x = [v]x[¥]x como operadores. Ademaés,

como j restringido a GLy(R) x H no se anula, entonces f y f[y]x tienen los mismos ceros y polos.

Ahora estudiamos funciones holomorfas f : HH — C que son invariantes bajo ciertas clases de
[v]x—operadores. En particular vamos a estudiar cuando v € I', un subgrupo de congruencia.
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Definicién 3.3.2. Sea I' C SLy(Z) un subgrupo de congruencia y f : H — C una funcién holo-
morfa. Decimos que f es débilmente modular de peso k con respecto de I si es [y|y—invariante para
toda v € I', es decir:

fe=f vyel.
Para abreviar, a veces decimos que f es débilmente (T', k)—modular.

Nota. Si —1 € T, por ejemplo en el caso I' = TI'g(N), entonces ser (I', k)—modular implica la
ecuacion f(z) = (f[=1]x)(2) = (=1)k¥f(2). Si k es impar, la tinica funcién que cumple esa ecuacién
es 0. Por lo tanto, si k es impar y —1 € I, la tnica funcién débilmente (I', k) —modular es la funcién
cero.

Observe que si I' es un subgrupo de congruencia, i.e. ['(IV) C I', entonces una funcién holomorfa
f : H — C débilmente modular de peso k con respecto de I' es una funcion NZ—periddica, en

efecto: la pertenencia de la matriz
1 N
(0 1) el'(N)CT,

que corresponde a la transformacién z — z + N, implica que f(z) = f(z + N). Por lo tanto f es
NZ—periddica.

Nuestro siguiente propdsito es extender la nociéon de holomorfia de f : H — C al punto z = oo
para poder hablar de funciones holomorfas sobre X(I') inducidas por f’s que sean débilmente
modulares de peso k con respecto de I'. Primero tomamos el minimo entero positivo h tal que:

1 h
(6 7)€t

y por lo anterior, f es hZ-periddica. Esto quiere decir que f desciende a H/hZ, el espacio cociente
de la accién hZ ~ H de traslaciones {z — z + hk}kez, por el momento, denotamos a este espacio
cociente por H. Por lo tanto existe una funcién f: H — C tal que f = fom, donde 7 : H —» H es
la proyeccién natural (véase el diagrama conmutativo 3.3.1).

Por otro lado, la funcién exponencial:

gy :H — D definida por z — *™%#/h,

donde D = {0 < |z| < 1}, es otra funcién hZ—periédica, i.e. también se factoriza a través de H.
Pero a diferencia de f, la funcién inducida ¢, : H — D tiene un inverso holomorfo

hlog z

~ 1
WZ) =
G (2 +h2) = — =

que estd bien definido médulo hZ porque log(z) = log ||+ arg(z) estd bien definido médulo 2miZ.
Por lo tanto a f le podemos asociar la funcién holomorfa f.; : D — C definida por fu = fog, ™',
que aparece como la flecha punteada en el siguiente diagrama:

\\

i (3.3.1)

X

D ————’// fcﬂ
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La notacién viene de “cilindro” pues D es homeomorfo al cilindro.

La conmutatividad del diagrama implica que f(z) = faq(e?>™*/*) para toda z € H. Como
J(2) — oo si y solamente si €2™#/" — 0, podemos interpretar que el comportamiento de fu cerca
de 0 es andlogo al comportamiento de f cerca de co. Esto nos sugiere la siguiente definicion:

Definicién 3.3.3. Sea f : H — C débilmente modular de peso k con respecto de un subgrupo
de congruencia I'. Decimos que f es holomorfa (resp. meromorfa) en oo si la funcién holomorfa
fei : D — C inducida admite una extensién holomorfa (resp. meromorfa) a DU {0} y decimos que
se anula en oo cuando la extension holomorfa se anula en 0. Si f es holomorfa en oo la extension
fen : DUO — C admite una serie de Laurent alrededor de 0; sus coeficientes los denotamos por
a,(f) y la serie la denotamos por:

o0

foolq) = Z an(f)q" con q = ezt (2 € H)

n=m

donde h es el minimo entero positivo tal que f(z) = f(z + h) y donde m € Z se llama el orden de
f en oo.

Notas. Observe que f es holomorfa (resp. meromorfa) en oo si m > 0 (resp. m < 0) y se anula en
oo cuando m > 0. Ademds, si h = 1, como en el caso I'o(IV), entonces f(z) = f(z+ 1) y la serie
de Laurent f.(q) es simplemente la serie de Fourier de f. A veces decimos “Fourier” en lugar de
“Laurent” si estamos en el caso de T'o(N).

La existencia de una extension holomorfa ]7;1 es equivalente a que el limite de f.; existe cuando
g — 0. Gracias al comentario sobre el diagrama conmutativo (3.3.1), esto es equivalente a que
I(f(2)) es acotado cuando J(z) — oo. Por lo tanto tenemos una condicién suficiente para que una
funcion débilmente modular sea holomorfa en oo:

{f(zn)}neN es acotado si  lim &(z,) =00 == f es holomorfa en oo. (3.3.2)
n—oo

Ahora que sabemos extender la nocién de holomorfia a 0o, el siguiente paso es extenderlo a las
cuspides de un subgrupo de congruencia I'. La idea es reducir el problema a considerar holomorfia
en oo.

Sea f:H — C una funcién débilmente (I", k)—modular con I" de congruencia y sea z € Q una
cispide de la accién T' ~ H. Sabemos que z es de la forma z = a/c donde a y ¢ son enteros primos
relativos, entonces existen b, d € Z tales que ad — bc =1 y asi:

a b acco+b a
oxXO = = - =7
c d cco+d ¢
En otras palabras, todas las ctspides de I' estan en la érbita de oo bajo la acciéon del grupo modular.
Por lo tanto si z € Q es una cuspide de I' ~ H; se toma v € ['(1) tal que z = yoo. En este caso
dety = 1y la restriccién j(v,*) : H — C nunca se anula. Esto implica que f[y]; es holomorfa

siempre y cuando f lo sea.
Por otro lado, si 7 € y~!I'y, entonces tiene la forma 7 = y 17/ y asf se obtiene la igualdad:

(fh/]k)[T]k = fIVely ™ Yk = FIP e = ks
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donde (*) se sigue de 7/ € I' y f siendo débilmente (', k)—modular. Acabamos de probar que
f[7]x es invariante bajo los [r]p—operadores cuando 7 € v 'Ty, es decir f[y]x es débilmente
(y~'T'y, k)—modular.” Por lo tanto tiene sentido hablar de holomorfia en co de la funcién f[y];.
Ademas, simbdlicamente tenemos que

“(f['y]k) (OO) = det 'yk/Zj(% OO)_kf(Z)”7

lo cual sugiere explicitamente cémo deberiamos de definir la holomorfia en una cispide z a partir
de la holomorfia de f[v]x en oo:

Definicién 3.3.4. Sea f : H — C débilmente (I', k) —modular para alguna I' C I'(1) de congruencia
y z € Q una cuspide. Decimos que f es holomorfa (resp. meromorfa) en z si f|v]; es holomorfa
(resp. meromorfa) en oo donde v € I'(1) es tal que z = yoo.

Observe que esta definicién no depende de la eleccién de v. En efecto, la holomorfia de f[y]x es
independiente de la eleccién de v porque la accién z — vz siempre es holomorfa.

Aunque no es tan inmediato, la condicién de anularse en oo también es independiente de ~.
A priori, las series de Fourier de f[v]x v f[Y]x son distintas, pero si yoo = 7'co, entonces las
composiciones f(vz)y f(7'z) tienen el mismo comportamiento cerca de oco. Por lo tanto se anulan
simultaneamente.

Ahora estamos en posicion para definir las formas modulares:

Definicién 3.3.5. Decimos que f : H — CU{oo} es una forma modular (resp. automorfa) de peso
k con respecto de un subgrupo de congruencia I' si cumple las siguientes tres cosas:

1) f es holomorfa (resp. meromorfa).
1) flvlx = f para toda v € ', i.e. f es débilmente (I, k) —modular.
11) f[7]r es holomorfa (resp. meromorfa) en oo para toda 7 € I'(1).

Al conjunto de formas modulares (resp. automorfas) de peso k con respecto de I' se denota por
Mg(T") (resp. Ax(I")). Si ademéds cumple

1v) f[7]x se anula en oo para toda 7 € I'(1), i.e. ao(f[7]x) = 0 para toda 7 € I'(1),
decimos que f es cuspidal; el conjunto de formas modulares cuspidales se denota Sy (I").
En seguida enunciamos algunas propiedades basicas de My (") y Sk(T'):
Proposicién 3.3.6. Sea I' C SLy(Z) un subgrupo de congruencia. Entonces:
1) Mi(I") y Sk(I') son C—espacios vectoriales de dimension finita.
11) dim Sy(I") = g donde g es el género de X (I'). En particular So(I'(1)) = 0.

1) M(T) == D=0 Mi(T') es un anillo graduado y S(T') := .o Sk(I') es un ideal.

“Podemos hablar de modularidad débil con respecto de v~ 'I'y porque v 'I'y es un subgrupo de congruencia
cuando T lo es (c.f. [Bum98, §1.4, lema 1.4.1]).
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1v) El espacio Si(I') admite un producto interior Hermitiano positivo-definido llamado el pro-
ducto interior de Petersson, definido por

(2 )r s Su(T) x SyT) — C | <f,g>r=ViF /X I )tz

donde du(z) = dxdy/y* (donde z = x +iy) es la medida hiperbdlica de H y Vr es el volumen
hiperbdlico® de X (T). i.e. Vp = fX(F) du. A veces quitamos el “T'” de la notacion del producto
interior cuando I' es claro del contexto.

Demostracidén. El inciso (i) es una aplicacién clésica del teorema de Riemann-Roch?. El inciso (i4)
se sigue de que f +— fdz es un isomorfismo entre Sy(I') y el espacio de 1-formas diferenciales
sobre Xo(N) (c.f. el corolario 2.17 de [Shi94]). La igualdad dim Sy(I') = g se deduce (otra vez) de
Riemann-Roch y el caso particular se sigue de que X (I'(1)) = H*/T'(1) &~ C, la esfera de Riemann.
El (i4i) es trivial pues M(T") - My (I') € My (I'). La prueba del inciso (iv) es elemental pero un
poco técnica, entonces referimos al lector a §5.4 de [DSO05]. O

Ejemplo 3.3.7. Un paso crucial en la prueba del iltimo teorema de Fermat es la siguiente conse-
cuencia del inciso (i7): como el género de X (2) es 0 (cf. el ejemplo 3.2.5), entonces dim Sy(I'(2)) = 0.
Como I'(2) C T'y(2), entonces S2(I'g(2)) € S2(I'(2)) y por lo tanto dim Sy (I'g(2)) = 0.

Ejemplos 3.3.8. (De formas modulares)

1. (Series de Eisenstein) Sea k > 1. La serie de Fisenstein de peso 2k es la funcién Gy, : H — C
definida por

/ 1
Gou(2) = D G
(m,n)ELXZ (mz T n>

La serie es absolutamente convergente (cf. la seccién §2 del capitulo VII de [Ser73]) y converge
uniformemente sobre compactos (esto se deduce de una aplicacién estdndar de la prueba
M de Weierstrass). Por lo tanto Gg es holomorfo sobre H. Es fécil ver que es débilmente
SLy(Z)—modular de peso 2k, en efecto, Toda matriz

induce una permutaciéon

ZxZ — 7 x7Z definida por (m,n)— ' (m,n) = (am + cn,bm + dn)

8Como X (T') es una superficie de Riemann de primer tipo, su volumen es finito (c.f. [FK12])

9Sea X una curva completa, no singular sobre un campo algebraicamente cerrado de género g (e.g. una superficie
de Riemann compacta como una curva eliptica o X (I')). Sea K el divisor candnico sobre X y D cualquier divisor.
Entonces

(D) =K —-D)=degD+1—g , {D):=dimH°(X,L(D))

donde H°(X, L(D)) es el primer grupo de cohomologia de la gavilla invertible £(D) asociada a D bajo el isomofismo
Cl(X) = Pic(X) entre el grupo de divisores médulo divisores principales y el grupo de Picard (c.f. el teorema 1.3
del capitulo IV de [Har77] para una prueba).
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con inverso (m,n) — (v*)"'(m,n). En particular, como (0,0) + (0,0), la funcién anterior
permuta los elementos de Z x Z — {(0,0)}. Por lo tanto:

az+b\ ' 1 B / (cz + d)*
Gk <cz—|—d> B Z (MEEL 4 )2k _nz (maz + mb + ncz + d)?

n,meZ cz+d meZ

= (cz + d)* Z/ !

((ma +nc)z + (mb + nd))?

nmeZ
1
_ DSy
(cz+d) H;Z (mz + n)k
= (cz + d)QkGQk(Z),

lo cual es equivalente a que Ggi es débilmente modular con respecto de SLy(Z). Por tltimo,
observemos que si z = o + i1, con 7 > 0, entonces:

1

—2k —2k

y por lo tanto G estd acotado cuando (z) = 7 — oo. Por (3.3.2), concluimos que Gy es
holomorfo en co. Esto concluye la prueba de que Gap € Moy (SLo(Z)).

La serie de Fourier de G5, se calcula usando la expresion en serie de 7 cot wz y derivandola
2k — 1 veces con respecto de z (véase por ejemplo §1.1 de [DS05]). El resultado final es:

Gar(z) = 2¢(2k) + Q(L)' Z ook-1(n)q", q=e""

donde (¢ es la funcién zeta de Riemann y og;_1(n) es la suma de los divisores positivos
de n, cada uno elevado a la 2k — 1. Si queremos normalizar la serie de Fourier, escribimos
Eo(2) := Gax(2)/C(2k). Como Moy (SL2(Z)) es un C—espacio vectorial, entonces Eoy, también
es una forma modular de peso 2k.

. Como M (SLy(Z)) es un anillo graduado, podemos construir més ejemplos de formas modu-
lares al tomar combinaciones polinomiales de series de Eisenstein. Dos ejemplos muy impor-
tantes son:

92(2) == 60G4(2) vy g3(z) = 140Gg(2),
donde claramente go € My(SLo(Z) v g3 € Mg(SLa(Z)).

. (El discriminante modular) Uno de los ejemplos mas conocidos de formas modulares es el
discriminante modular A : H — C definido por

A(2) = go(2)® — 27g3(2)>.

Observe que g5 y g3 son de peso 12 y por lo tanto A € M5(SLy(Z)). Si sustituimos las
series de Fourier de g2 y g3 en la definicién de A, obtenemos que los términos constantes se
cancelan, i.e. ag(A) = 0 y el primer término distinto de cero es a; = (2m)'2. Por lo tanto
A # 0 y A€ Su(SLg(Z))
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A satisface la siguiente férmula debida a Ramanujan [Ram16]:
Az) =n)" =q]JOa - g=¢"" (3.3.3)
n=1

donde 7(z) es la funcién n de Dedekind. De (3.3.3) es claro que A(z) # 0 para toda z € H.
Ahora definimos una forma automorfa muy importante:

Definicién 3.3.9. El invariante modular j : H — C se define como
ga2(2)°

j(z) = 1728 A

Como g3, A € My3(SLy(Z)), tenemos que para toda v € SLy(Z)

_ 092(2)°
= (cz+d) AG)

ga(v2)' _ (e + d)'2ga(2)?
A(2) (et )PAG)

y por lo tanto j es débilmente modular de peso 0 con respecto de SLy(Z). Como A(z) # 0 sobre
H, entonces j es holomorfo sobre H. Para ver el comportamiento de j en oo, sustituimos las series
de Fourier de go y A en la definicién de j:

1 - 4
Jj(z) = p + 744 + Zan(j)q”, q= e’

n=1

donde a,(j) € Z para toda n > —1 (cf. [DS05]). Por lo tanto j tiene un polo simple en oo.
De esta manera tenemos que j es una forma automorfa de peso 0 con respecto de Slo(Z), i.e.
J € Ao(SL2(Z)). De hecho j genera a todas las formas automorfas de peso 0:

Proposicién 3.3.10. Todas las formas automorfas de peso 0 con respecto de SLa(Z) son funciones
racionales en j, mas precisamente, tenemos la siguiente igualdad de campos:

Ao(SL2(Z)) = C(j).
Por lo tanto el campo de funciones meromorfas de la superficie de Riemann H*/SLy(Z) es C(j).

Esta proposicién se sigue del siguiente lema:

Lema 3.3.11. La funcion j : H — C es biyectiva y j(oco) = oo. Por lo tanto j se extiende de
manera unica a una biyeccion j : Xo(1) - C U {oo}.

Demostracion. Sea zy € H. Entonces j — 29 € Ao(SLa(Z)) y por lo tanto j — 29 : H — C se
factoriza a través de H/SLy(Z) y se extiende a una funcién meromorfa j — 2z : Xo(1) = CU {co}.
El divisor principal asociado a j — 2, tiene grado igual a 0. Como j — 2, solamente tiene un
polo simple en la cispide coSLy(7Z), necesariamente j — zy tiene un cero simple en un punto z; €
Xo(1) — {00SLy(Z)}. En particular j(z1) = zo y solamente sucede en z;, porque j — zp tiene un
cero simple en z; € Xy(1) — {ooSLy(Z)}. Por lo tanto j : H — C es biyectiva y como j(co) = oo,
tenemos que j : Xo(1) = CU {00} es biyectiva. O
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Demostracion. (de la proposicién 3.3.10) Primero observamos que A (SLy(Z)) es un campo porque
si f € Ag(SLa(Z)) es distinta de 0, entonces claramente 1/f € A(SL2(Z)). De hecho, Ay(SLa(Z))
contiene a C y por lo tanto, como j € Ay(SL2(Z)) entonces inmediatamente tenemos C(j) C
Ao(SLy(Z)).

Ahora sea f € Ay(SLy(Z)) con ceros py,...,p, € Hy polos qi...,¢, € H, enumerados con
multiplicidad. Entonces el divisor principal (f) tiene grado:

deg(f) =n —m + veo(f),

donde v (f) es el orden de f en oo.
La funcién

_ Gz = jp1)) - ((2) — j(pn)) :
9(2) = : : : € C(j),
(7(2) = (@) - ((2) = i (gm))
tiene exactamente los mismos ceros y polos que f sobre H, gracias al lema anterior. Por lo tanto
deg(g) =n — m+ v (f). Como H*/SLy(Z) es una superficie de Riemann compacta, los grados de
los divisores principales (f) y (g) son 0 (cf. la proposicién 2.1.11) y por lo tanto ve(f) = veo(g), i-€.
f vy g tienen el mismo comportamiento en la cispide co. Por lo tanto f/g : H*/SLy(Z) — CU{occ}
es una funcién meromorfa entre superficies de Riemann compactas que no tiene ceros ni polos y por
lo tanto es constante. Como g € C(j), concluimos que f € C(j) y terminamos con la prueba. [

3.4. Operadores de Hecke

Para definir los operadores de Hecke que son operadores de los espacios vectoriales My(I").
Necesitamos estudiar cémo transformar formas modulares en M(I") a formas modulares en M (I)
donde I y I son dos subgrupos de congruencia. Primero necesitamos lenguaje técnico de teoria de
grupos:

Definicién 3.4.1. Sean I', " C SLy(Z) subgrupos de congruencia y sea a € GLj (Q). Definimos
la clase bilateral de « con respecto de I y IV como el conjunto:

Fal” = {yay' € GL; (Q) [y €T, v € T"}.

La multiplicacién por la izquierda induce una acciéon I' ~ I'al”. Como I' y I” son de congruencia,
entonces esta accién particiona a la clase bilateral en una cantidad finita de érbitas (c.f. lemas 5.1.1
y 5.1.2 de [DS05]), mas precisamente:

3B1,..., By €Tal” tal que Tal’ =| |T4;, (3.4.1)
i=1

donde LI denota la unién disjunta. Esta descomposicion de la clase bilateral nos permite definir el
siguiente operador:

Definicién 3.4.2. Sean k € N, I', TV C SLy(Z) subgrupos de congruencia y sea I'al” una clase
bilateral para alguna a € GLy(Q). Definimos el [T'al”], — operador como la funcién [Tal”]; :
M (T') — M (I") definida por

fllal]y = Z f1Bilk
i=1
donde I'al” = LI'f; es una descomposicién como en (3.4.1).
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Nota. La definicién del [I'al”],—operador es independiente de la descomposicién 'al” = LT'S;. En
efecto, si I'8 = I'f’ para dos 3,8 € 'al” donde 8 = ~vay' y f' = dad’, tenemos que

ay =7y18eTB=T3 = oy =0 paraalgunaocel.

De esta manera:
F18lk = fIleley Tk = fINklo Bk = Flvolul8x = F16Tk

donde (*) se sigue de que yo € I''y f € My(I'). La igualdad anterior garantiza que > f[3:]x es
independiente de los representantes (31, ..., B,.

Ademas, tenemos que el codominio de [['al”]; efectivamente es M (). Para verificar esto
observe que la multiplicacién por la derecha por 7/ € I en el espacio cociente I'\ T'al” de la accién
izquierda I' ~ T'al” es una biyeccién bien definida:

F\Tal — T'\Tal”  definida por T'¢ — T'év'.

Por lo tanto sumar sobre los representantes {f,...,3,} de I' \ T'al” es lo mismo que sumar sobre
los representantes {517, ..., 8,7'}. Por lo tanto si f € M(T"), entonces para toda 7/ € T tenemos
que:

(fLal"k) [y']s = <Z f[ﬁi]k) k=Y f1B' I =Y f1Bilk = fILal]y.

Esto quiere decir que f[I'al”]; es invariante bajo el [y'],—operador para toda 7' € TV, es decir que
f[Cal’]; es débilmente (I”, k)—modular. Lo que le falta a f[['al”]; para ser una forma modular es
que sea holomorfo en oo, pero esto se sigue del siguiente lema sencillo:

Lema 3.4.3. Sean fi,..., fm : H — C funciones donde cada f; es h;Z—periodica y holomorfa en
0o. Entonces f1 + -+ f es holomorfa en oo.

Demostracion. Sea h € Z* el minimo comtn miltiplo de hy, ..., hy,. Entonces f:= fi + -+ fp,
es hZ—periégiga. Por lo tanto f; existe y su extensién holomorfa f es la suma de las extensiones
holomorfas f; .1 de cada f;q inducida por cada f;. Como la suma de funciones holomorfas es
holomorfa, f. admite una extension holomorfa al cero y por lo tanto f; + --- + f,, es holomorfa
en oo. ]

Hemos probado que el codominio del [['al”],—operador es efectivamente My (I).

En seguida estudiamos un caso importante de los [['al”],—operadores. Primero sea

a, = <(1) g) € GL; (Q), (3.4.2)

que corresponde a la transformacién z — z/p. Entonces el [['a,I"]—operador es muy importante:

Definicién 3.4.4. Sea p un nimero primo, k € Ny I' C SLy(Z) un subgrupo de congruencia.
El p—ésimo operador de Hecke de peso k con respecto de I' es el operador T, : My (I") — My(T)
definido por la clase lateral I'a, I, i.e. T, = [T, I']), (véase (3.4.2) para la definicién de ay)).

Resulta que si p y ¢ son primos distintos, entonces sus respectivos operadores de Hecke conmutan
(véase la proposicién 3.4.7 mas adelante). Entonces si pudiéramos extender la definicién del p—ésimo
operador de Hecke para incluir potencias de primos p? entonces podriamos usar la factorizacién
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unica de los enteros para extender la definicion de operador de Hecke para que incluya a todo
entero. Pero para esto necesitamos introducir otro tipo de operador:

Recuerde que hay un epimorfismo I'g(N) — (Z/NZ)* con nicleo I'; (V) (cf. la seccién 3.2). En-
tonces I'1 (N) es un subgrupo normal de T'g(N). Asi, cuando a € T'g(NN), tenemos que o 'T'1 (N)a =
['1(N) y por lo tanto el cociente I'y(N) \ T'1(N)al'1 (V) tiene solamente un elemento: I'y (V). De
esta manera, si f € M(I'1(IV)), entonces:

SIM(N)aly(N)]e = flole  (a € To(N)).

Esta féormula induce una accién de grupos I'o(N) ~ My (I'1(NV)) que, restringida a I'; (N) actua tri-
vialmente por definicién de M (I'y(NNV)). Por lo tanto la accién desciende al cociente I'o(N) /Ty (N) =
(Z/NZ)*. Esto quiere decir que podemos definir la siguiente clase de operadores:

Definicién 3.4.5. Sea d € (Z/NZ)* (o en general d € Z con (d, N) = 1). El operador diamante se
define como la funcién (d) : My(T'1(N)) — My(T'1(N)) definida por:

(d)f = fla]y donde o= (CCL 5,) €Tlo(N) y d=d (mod N).

Una propiedad importante que cumplen los operadores diamante es:
Proposicién 3.4.6. Sea G el grupo dual de Pontryagin del grupo finito Z/NZ, es decir
G = Hom((Z/NZ)*,C").

Entonces My(I'1(N)) admite la siguiente descomposicion:

My(T'(N)) = D Mi(T1(N), x),

XEG

donde definimos

My(T1(N), ) = {f € My(Ty () | ()] = x(d)f vd € (Z/NZ)"}.

Demostracion. Definimos una funcién G — End(M,(I';(N))) con x — 7, donde
1 _
o=y x(d)7Hd)

o(N) de(Z/NZ)*

como operadores. Para x,x' € Gy f € My(I'1(N)) tenemos que:
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donde (e)(d) = (ed) por la proposicién 3.4.7 abajo. Como e +— de es una permutacién de (Z/NZ)*,
lo que estd en paréntesis es simplemente m,/(f) que, por cierto, no depende de d. De las relaciones
de ortogonalidad bien conocidas que cumplen los caracteres de grupos finitos!? obtenemos:

1 L mef) x=X
Ty (f) = me (f) (W ;Xw) X (d)> - {O e

X # X

Simbdlicamente

m=m Yy mem =0 (x#X) (3.4.3)

Ahora, si f € M(I'y(V)) tenemos las siguientes dos igualdades:

d 1
(@), }jx ! de)( %%(g}wdw@v>zﬂwmﬁ

_1 1 1 ¥
(Z wx) (f) = Z W %jx(d) (d)f = Edj (W Ex:x(d) ) df=1)f=Ff

xX€G

donde (*) se sigue del hecho de que la suma dentro de los paréntesis suma 0 cuando d # 1.!! Estas
dos igualdades implican respectivamente que

T (My(T'1(N))) € Mi(T'y(N Z Ty = (3.4.4)

x€G

Por 1ltimo, si ademés f € My(I'1(N), x) entonces:

= ) ST = s ST ) = f(—NZ ):

y por lo tanto
Tl (i ()00 = 1d. (3.4.5)

De (3.4.3), (3.4.4) y (3.4.5) se sigue que Mg(I';(N), x) es un sumando directo de M (I'1(V)).
De la segunda parte de (3.4.4) se sigue que los subespacios My (I'1(V), x) generan a M (I'y(V))
y de la segunda parte de (3.4.3) se sigue que la interseccién de esos subespacios es trivial. Por lo
tanto My (T'1(N)) es la suma directa de sus subespacios M (I'1(V), x) donde x corre sobre G. [

Estos dos tipos de operadores cumplen muchas propiedades, entre ellas:
Proposicién 3.4.7. Sean e,d € (Z/N7Z)* y p,q € Z primos. Entonces:
U ()T, = T,(d).
1) {d)(e) = (de) = (e)(d)
1) 1,7, = T,1, cuando p # q.

10V éase, por ejemplo, el capitulo 16, §3 de [IR90] y en particular la proposicién 16.3.1.
1Como d # 1, d determina un caracter no trivial del grupo finito G y es conocido que la suma de todos los
valores de un caracter no trivial es 0. Este argumento esté en la prueba de la proposicién 16.3.1 de [IR90].
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v) Si f € Mi(I'1(INV)) entonces la serie de Fourier de T,f es:

(Tpf)oo(q) = Z apn(f)g" +pht Z an(<p>f)qnp (q = e¥%).
n=0 n=0
Demostracion. Esto es exactamente la proposicién 5.2.4 de [DS05]. 0

De una manera similar a los caracteres de Dirichlet, podemos extender la definicién del opera-
dor diamante (d) : My(I';y(N)) — My(I'1(N)) para d cualquier entero. Ademads, para extender la
definicion de T}, requerimos definir 7,5 inductivamente usando los operadores diamante (p).

Definicién 3.4.8. Sea n € Z%, entonces definimos el operador diamante (n) : Mg(T'\(N)) —
M (T'1(N)) como
(n) (N,n)=1
(n) = :
0 (N,n) > 1

Ademss, si n = p{" ---pPm definimos T, : My(I') — M (T") como el producto T,, = Lo Ty

donde cada Tpﬁi se define inductivamente como:
i

Ty = TpTys — P (p) T oo

Notas. El operador (n) es completamente multiplicativo, i.e. (nm) = (n)(m) para todas n,m € Z.
Ademas es inmediato que (n) sigue conmutando con 7, como en la proposicién 3.4.7.i:

T(n) = (n)T,, Vn,melZ". (3.4.6)
Por otro lado las T,,,’s no siempre conmutan. Solamente tenemos
1.1, = Thm = T,T) YV (n,m) =1 (3.4.7)

por un argumento de induccién sobre la definicién de T,s.

Nota. Con respecto del producto interior de Petersson, si p{ N, el operador adjunto de (p) es (p~')
(donde p~! es el inverso de p méd N) y el operador adjunto de T, es (p~*)T,, (cf. el teorema 5.5.3
de [DS05]). Por lo tanto la proposicién 3.4.7 nos garantiza que (p) y T, son operadores normales
(i.e. conmutan con su operador adjunto) de lo cual se sigue el siguiente resultado:

Proposicién 3.4.9. Sea (n,N) = 1. Los operadores de Hecke (n),T,, : Si(I't1(N)) — Sp(I'1(V))
son operadores normales con respecto del producto interior de Petersson.

Corolario 3.4.10. El espacio Si(I'1(N)) tiene una base ortogonal de vectores propios simultdneos
para los operadores de Hecke {(n),T, | (n,N) = 1}.

Demostracion. El teorema espectral de algebra lineal para operadores normales. O

Los operadores de Hecke actiian sobre las series de Fourier de la siguiente manera:
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Proposicién 3.4.11. Sea f € My(I'1(N)) con serie de Fourier fw(q) = )_,,51 am(f)q™ donde
q = ¥, Entonces los coeficientes de Fourier de T, f estdn dados por

— Z A" ez ((d) f).

d|(m,n)
En particular, si (n,m) =1, la formula anterior se reduce a:
Demostracion. Véase la proposicién 5.3.1 de [DS05]. O

En la seccién pasada vimos cémo cambiar de subgrupo de congruencia con los [['al']—operadores.
Ahora estudiamos un caso particular importante: cambiar de nivel.

Sean N y M dos niveles con M | N. Entonces hay dos maneras de ver a Si(I'g(M)) como
subespacio de Si(I'o(V)). La mas sencilla es simplemente la inclusién: si

V= (Z Z) € I'o(N),

entonces N | ¢y por la transitividad de la divisibilidad tenemos que M | c. Por lo tanto v € I'g(M).
De esta manera I'o(N) C T'o(M) y asi

MIN = Si(l'o(M)) C Sp(Lo(N)).

La otra manera de ver a Si(I'g(M)) como subespacio de Si(I'g(N)) es “multiplicando el nivel
por un divisor de N/M?”. Mas precisamente, sea d un divisor de N/M y definimos

Ba= (g (1)) € GL(Q).

Observe que, si f € Sp(To(M)), entonces f[Ba)r(2) = d*/? f(dz). Afirmamos que
fBalk € Se(To(Md)) € Si(To(N)).

De hecho se cumple algo mas general:
Lema 3.4.12. Si f € Sp(I'o(M)) y g(z) = f(dz), entonces g € Sp(T'o(Md)).
Demostracion. Sea v € I'o(Md). Observe que g(z) = f(dz) = f(B4z). Entonces calculamos:

(917k) (2) = § (v, 2) *g(v2) = §(Bav, 2) " f(Bayz)

donde hemos usado j(v, z) = j(7f4, z) porque multiplicar v por ; no altera el segundo renglén de
~. Ahora, observe que:
d 0\fa b\ [ a 0bd\(d O
(O 1) (c e) N (c/d e) (O 1)
Ba v o Ba

donde 1" € T'o(M) porque Md | c. Entonces

(9b1k) (2) = 3 (4" Ba, 2) ™5 F (7' Baz) = 5(7 =) 7" (v Baz) = f 7 1e(Baz) = f(dz) = g(2)
porque f € Sk(I'o(M)). Por lo tanto g € Sk(To(Md)). O
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En conclusién, si M | Ny d | N/M,lafuncién Si(To(M)) — Sk(To(N)) definida por f — f[Balk
estd bien definida. Ademads, la funcién es inyectiva porque si f[f4]x = 0 claramente f = 0; esta es
la segunda manera de ver a S(I'¢(M)) como subespacio de Si(I'g(N)).

Si d es un divisor de N definimos la funcién:

ta : Sk(Lo(N/d)) x Sp(Lo(N/d)) — Si(L'o(N)) definida por  (f,g) — f + g[Balx-
Definimos:

Definicién 3.4.13. El subespacio de Sg(I'g(N)) generado por las imégenes de {¢4 : d | N} se llama
el subespacio de formas viejas y se denota por:

SPUTo(N)) = 1a(Sk(To(N/d)) x Si(To(N/d))).

d|N

El complemento ortogonal del subespacio de formas viejas (con respecto del producto interior de
Petersson) se llama el subespacio de formas nuevas y se denota por:

Spe(Do(N) = (SP(To(V)))

Intuitivamente el espacio de formas viejas son todas las formas de I'g(N) que provienen de
un I'g(M) de nivel mas bajo mediante una combinacién lineal de los dos métodos anteriormente
mencionados.

Estos dos subespacios son invariantes bajo la accién de los operadores de Hecke:

Proposicién 3.4.14. Sea H = {T,,(n) : Se(To(N)) — Se(To(N)) | n > 0} la familia de los
operadores de Hecke, entonces:

1) Los subespacios S (To(N)) y SP4(To(N)) son estables bajo todos los operadores de Hecke,
i.e. H—1nvariantes.

11) En particular, S2(To(N)) y SP4(To(N)) ambos tienen bases ortogonales formadas por vec-
tores propios simultaneos de los operadores {T,,,(n) | (n, N) = 1}.

Demostracion. [DS05, §5.7] O

Definicién 3.4.15. Sea f € Si(I'g(N)) distinta de 0. Decimos que es una eigenforma si es un vector
propio simultdneo de todos los operadores de Hecke {T,,, (n)},>1. Si ademas f € Sp*V(Ih(N)) v
estd normalizada, i.e. a;1(f) = 1, decimos que f es una forma primitiva.

Nota. Puede suceder que una forma f € Si no sea vector propio simultaneo para todo operador de
Hecke pero si lo sea para todos los operadores salvo una cantidad finita, e.g. la familia {7,,, (n) |
(n, N) = 1}. En este caso decimos que f es una eigenforma fuera de N. Similarmente, si f es
ademds una forma nueva normalizada, decimos que es una forma primitiva fuera de N. Como esta
condicién es més general, la usaremos mas seguido.

Los coeficientes de Fourier de una forma primitiva son sus valores propios con respecto de los
operadores de Hecke {7}, | n > 0}, en efecto:
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Proposicién 3.4.16. Sea f € Si(I'g(N)) una eigenforma (fuera de N) con coeficientes de Fourier
An = a,(f). Entonces existe un caracter x : (Z/NZ)* — C* tal que f € Sp(I'o(N), x) (cf. propo-
sicion 8.4.6), en particular (n)f = x(n)f para toda (n,N) = 1. Si \; = 0, entonces T,,f = 0y
fe Slgld(FO(N)); St Ay # 0 entonces:

Tnf::\\—Tf V(n,N) = 1.

En particular si f estd normalizada, i.e. Ay = 1, los valores propios de f bajo los operadores T,
son precisamente sus coeficientes de Fourier.

Demostracion. Por hipétesis f es vector propio simultdneo para los operadores {T,,, (n) | (n, N) =
1}, es decir existen by, ¢, € C tales que

T.f=b.f v (n)f=cnf donde (n, N) = 1. (3.4.8)
Por las propiedades del los operadores diamante, tenemos:

Caomf = (nm)f = (n)m)f = (0 (e ) = Cmenf.

Entonces ¢,,, = ¢,¢m, lo cual quiere decir que la funcién n — ¢, es un caracter x : (Z/NZ)* — C*.
En particular (n)f = c,f = x(n)f y asi f € Sp(Fo(N), x).

Solamente nos falta probar que T,,f = (A\,/A\1)f. Para esto calculamos a; (7}, f) de dos maneras
distintas. Ya tenemos una férmula general para calcular a; (7}, f) en la proposicién 3.4.11. Por esta
via tenemos:

a1 (T f) = an(f) = M\ Vn > 0. (3.4.9)

Por otro lado, f es una eigenforma fuera de IV, entonces por (3.4.8) tenemos

Aqui llegamos a dos casos: si A\; # 0, entonces tenemos

An
&, Y (n,N)=1. (3.4.11)
A

Pero si A\; = 0 entonces A\, = 0 para toda (n, N) = 1. Por un resultado famoso debido a Atkin
y Lehner publicado en 1970, f necesariamente es una forma vieja, i.e. f € S24(To(N)), [AL70].
En [DS05, §5.7] viene una prueba detallada debida a David Carlton. O

Cerramos la seccion con una propiedad mas que cumplen las eigenformas:

Proposicién 3.4.17. Sea f € SpV(I'o(N), x) una forma primitiva. Entonces si denotamos A =
{an(f), x(n)}n>1, la extension Q(N) de Q es finita. Al campo Q(X) se denota por Ky y se llama el
campo numérico de f.

Demostracion. Para una prueba con geometria algebraica, consulte [DS74, proposicién 2.7.3 de §2]
o [DS05, §6.5]. En seguida escribimos una prueba elemental debida a Serre que aparece en [Ser77b,
§2.5].
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Primero comentamos que Q(a,(f) | n > 1) = Q(a,(f) | pes primo) porque cada a,(f) es una
combinacién algebraica de las a,(f)’s. Introducimos la siguiente notacién: a cada forma primitiva
g € Sp™(Lo(N), x) le asociamos su sistema de valores propios afuera de N como el vector:

Ag) = {ap(9)}pin-
Al conjunto de sistemas de valores propios lo denotamos por:
A={A(g) | g € Se(T'o(N),x) es una forma primitiva}.

Como Si(I'g(IV), x) es de dimensién finita, solamente puede haber una cantidad finita de sistemas
de valores propios (c.f. corolario 3.4.10). Escribimos Q(x) para denotar la extensién de Q por
la imagen del caracter x y denotamos G = Gal(Q|Q(x)). Este grupo de Galois actiia sobre los
coeficientes de Fourier de las formas primitivas. Més precisamente, si g € Sp*(I'o(N), x) es una
forma primitiva con serie de Fourier g(z) = > a,,(9)¢™ y 0 € G, entonces definimos g7 con la serie

de Fourier: .
= Z am (g)aqm7
m=1
o en otras palabras, a,,(97) = a,,(g)?. Ademas, si escribimos h := x(n)g, tenemos que:

an(h7) = am(h)” = (x(M)am(9))” = X7 (M)am(9)” = x(n)am(9”) = am(x(n)g’)  (¥m >1)

y por lo tanto (x(n)g)? = x(n)g?. Ademds citamos sin prueba que

fe€ST(N),x) = [f7€S(Io(N),x%)

Una prueba para k = 2 se encuentra en [DS05, teorema 6.5.4] y el caso k > 2 se encuentra
en [Shi94, §3.5]). Por tltimo para probar el caso k = 1, se requiere de un truco técnico que aparece
en la prueba que estamos siguiendo. Este resultado implica que:

(n)g” = x"(n)g” = x(n)g” = (x(n)g)” = ((n)g)°. (3.4.12)

Con esta notacién y con la férmula para calcular coeficientes de Fourier de T,g (la proposicién
3.4.11), tenemos que para o € G

am(Tpg)U: Z d pm/d2 d> ) :Z(dk_l)gxg(d)(apm/dQ(g))U

d|(m,p) d

= d" 'x(d)(apm/2(9))”  (porque x7 = x)
= Z dk_1X< apm/d2 Z d apm/d2 d)g )
d

3.4.12 _ "
( - ) Z dk lapm/d2(<d>g )
d

am(Tp9°) VYm > 1.
To9” = (Tp9)" = (ay(9)9)" = ay(9)79°.



3.4. OPERADORES DE HECKE 61

En otras palabras, a,(g)? es el valor propio de g7 bajo T,. Por lo tanto tenemos una acciéon de
grupos G n A definida por A(g) — A(g7).

Ahora fijamos f € SV (I'o(IV), x). La 6rbita de A(f) € A, que es finita porque A es finita, estd
en biyeccion con G/G\yy donde Gys) = {0 € G | A(f) = A(f?)} es el estabilizador de A(f). Por
lo tanto G\(y) es de indice finito y asi K, el campo fijo de G(sy es una extension finita de Q(x).
Claramente cada entrada de A(f) es un elemento de K pues si 0 € G)\(y) tenemos que

{ap(N}pv = AS) = A7) ={ap(N)7 Sy = &(f) =a(f)” = a(f)e K YpiN.

Como K es una extensién finita de Q(x), también es finita sobre Q asi Ky C K y Ky es una
extension finita de Q. O

Nota. En la prueba con geometria algebraica de [DS74], concluyen algo més fuerte que K sea una
extensién finita. Con sus métodos deducen que ademas a,(f) € Oy, el anillo de enteros de K.
De esta manera es posible calcular congruencias médulo ideales primos de Oy; esto es un detalle
importante para la prueba de la modularidad de pg 3 de la seccién 6.2. En este trabajo solamente
probamos que K;/Q es finita porque la prueba es elemental y més concisa. Para una prueba més
detallada que la prueba de Deligne y Serre, véase el teorema 6.5.1 de [DS05].
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Capitulo 4

Curvas Modulares

4.1. Modelos de curvas modulares

En esta seccién vamos a describir el método de Shimura en [Shi94] para encontrar un modelo
sobre un campo numérico para cada curva modular X (I"). Primero definimos el concepto de modelo
de una curva sobre un subcampo del campo de definicion.

Definiciéon 4.1.1. Sea C’ una curva proyectiva definida sobre un campo K y sea k C K un
subcampo. Decimos que una pareja (C, ) = (C/k, @) es un modelo de C’ sobre k si C es una curva
proyectiva definida sobre k y ¢ : C' — C es una funcién birracional definido sobre K.

Recuerde que cuando I' C SLy(R) es un subgrupo discreto y de indice finito, entonces el cociente
X(I') := H*/T" es una superficie de Riemann compacta gracias al teorema 3.1.5. Por el teorema de
Riemann, X (I') admite una estructura de curva proyectiva sobre C. Por lo tanto podemos calcular
modelos de X (I") sobre subcampos de C. Hacemos la siguiente convencién cuando trabajamos con
curvas modulares:

En el caso cuando C" = H*/T" es una curva modular, entonces si (C,¢) es un modelo
de H*/I" sobre C, vamos a asumir sin pérdida de generalidad que ¢ : H* — C es una
funcién holomorfo I'—invariante, en lugar de que el dominio de ¢ sea H*/T.

Ejemplo 4.1.2. Si ' = SLy(Z) y P}(C) es la esfera de Riemann definida sobre C, entonces
(PY(C), j) es un modelo de X (1) = H*/SLy(Z) sobre C (cf. el lema 3.3.11).

El propdsito de esta seccion es describir la prueba de Shimura del problema de encontrar modelos
de las curvas modulares:

Teorema 4.1.3. (Shimura) Sea T' un subgrupo de congruencia®, entonces existe un modelo (Cr, ¢r)
de X(I') sobre una extension finita kr de Q. Ademds, la asignacion I' — (Cr/kr, ¢r) cumple las
siguientes dos propiedades. Sean T' y T" dos subgrupos de congruencia y v € GLg(Q) tal que
Al~y~L C TV, entonces:

1. kr C kr,

!Shimura no se restringe al caso cuando I' es de congruencia; él toma I' C PSLy(Q) como cualquier grupo
Fuchsiano de primer tipo tal que contiene a T'(IV) para alguna N, cf. el parrafo después del teorema 3.1.5.

63
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2. La funcién racional T : Cr — Crv inducida por la contencién vy~ C TV,

H* H*
Wl l%, T(pr(2)) = o (72). (4.1.1)
CF ___T_ﬁc___> CF
estd definida sobre kr.
Demostracion. cf. §6.7 de [Shi94], en particular las proposiciones 6.27 y 6.30. ]

La idea clave para probar el teorema anterior es que dado (Cr,r), un modelo de X (I") sobre
el campo numérico kr, entonces el campo §r, definido por

Sr={foer|fe€kr(Cr)}, (4.1.2)

donde kr(Cr) es el campo de funciones racionales de Cr, corresponde a un subconjunto abierto y
compacto de Gg/q, el grupo de Galois de un campo § que contiene a §r (cf. la definicién 4.1.5 més
adelante). De esta manera el problema se reduce a estudiar la estructura de G/g. Shimura prueba
que G/q es topolégicamente isomorfo al cociente entre dos subgrupos de la “adelizacién” de GL; y
por lo tanto §r corresponde a algtin subgrupo abierto y compacto de la adelizacion de GLy. De esta
manera podemos reducir los resultados del teorema 4.1.3 a propiedades sobre los subrupos abiertos
y compactos de la adelizacién de GLs,.

Para hacer mas precisas estas ideas, primero definimos el campo §, repasamos sus propiedades
béasicas y luego construimos el grupo Agr,, la adelizacién de GL,, y estudiamos sus propiedades
basicas. Al final de la seccién, explicamos cémo estas ideas se combinan para probar el teorema
4.1.3.

Vamos a definir el campo § como una unién infinita de campos §y que generan a las formas
automorfas de peso 0 y nivel N, i.e. C®Fny = Ao(I'(N)) donde I'(N) es el subgrupo de congruencia
principal de nivel N. Para definir § y, necesitamos las siguientes funciones auxiliares: sea a un vector
en Q? cuyas entradas no son ambas enteras, i.e. a € Z?, entonces definimos para z € H,

fulz) = %p( (1))

donde A = 2Z @ 7Z es una reticula y p, es la funcién de Weierstrass asociada a la reticula A.2 Véase
§6.1 de [Shi94].

Proposicién 4.1.4. Si definimos §1 := Q(j) y:
Svi=Q(. falae NT2Z*-2%),  (N>1)

entonces Fn/Q(7) es una extension de Galois que contiene a todas las raices primitivas N —ésimas
de la unidad. El grupo de Galois es:

Gal(§n/81) = PGL2(Z/NZ).
Por dltimo, C® §n = Ag(I'(N)) donde T'(N) es el subgrupo de congruencia principal de nivel N.

2Si fijamos z y variamos a, el conjunto de valores {f,(z)} es el conjunto de valores de la funcién de Weber
asociado a la reticula A aplicada a los puntos de torsién de C/A. Cuando z genera un campo cuadritico K el
teorema de Weber-Feuter nos dice que la abelianizacién del campo cuadratico es igual al campo generado por j(z)
y los valores de la funcién de Weber. Véase el I1.5 de [Sil99] y en particular el corolario 5.7
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Demostracion. Véase el teorema 6.6 de [Shi94] y la proposicién 6.1 para la ultima afirmacién. [

Este resultado es una generalizacién de Weber-Feuter a formas modulares y el grupo de Galois
es una generalizacion dos dimensional del grupo de Galois del teorema de Kronecker-Weber. Con
esto en mente, § es el andlogo modular de la extensién maximal abeliana:

Definicién 4.1.5. .
§=J %
N=1

Nota. Si N | M, entonces §n C Far, entonces por la proposicién anterior, § es una extension
de Galois de §1 y C ® § es el espacio de todas las formas automorfas de peso 0 con respecto de
cualquier subgrupo de congruencia.

Sea I" un subgrupo de congruencia y retomemos el campo Fr de (4.1.2). Como I' es de congruen-
cia, existe una N tal que I'(N) C T, entonces si tomamos v = 1 en el teorema 4.1.3 obtenemos
St € Fr(v) = SN y por lo tanto §r C §. Si la extension §/3r es de Galois, entonces §r corresponde
a un subgrupo abierto y compacto del grupo de Galois G/q.

Esta observaciéon motiva a Shimura a estudiar el grupo de Galois G/ y en particular sus
subgrupos abiertos y compactos. En §6.6 de [Shi94], Shimura da una descripcién explicita del
grupo de Galois usando la “adelizacion” de GLs y notemos que esto sigue la analogia de Kronecker-
Weber porque el grupo de Galois Gal(Q*/Q) esté contenido en GL; de la adelizacién de GL;(Q).
Primero repasamos el concepto del grupo de ideles de un campo numérico y luego explicamos la
generalizacién de Shimura de esta construccién al grupo GL,.

Sea K un campo numérico y sea M el conjunto de clases de equivalencias de valores absolutos
de K (cf. la notacién de la seccién 2.5). Para todo valor absoluto |- |,, con valuacién asociada v,de
K, denotamos por K, a la completacién de K con respecto de |-|,. Si |-, es no arquimediano (i.e.
||, € MY), entonces denotamos por O, al anillo de enteros de K,. Entonces definimos el grupo
(topoldgico) de ideles de K como:

A% = {x: (x,) € H K

|lveEMK

z, € O) para casi toda | - |, € MK}

donde la topologia es la del producto restringido de {K} con respecto de {OF}. Més precisamente
tomamos como base topoldgica a todos los conjuntos de la forma [[V, donde V,, C K} es abierto
para todo |- |, y V,, = O} para casi todo |-|,. Véase §13 de [Cas67| para un repaso de las propiedades
de esta topologia en este contexto.

La funcién diagonal K* — A} definida por a — («, a,...) es inyectiva con imagen discreta y
por lo tanto podemos identificar el grupo multiplicativo K* con un subgrupo de Aj.. Otro subgrupo
importante es K3 que definimos como la componente conexa de la identidad en K7, la componente
arquimediana de AJ.

Por la teorfa de campos de clases,® hay una sucesién exacta:

1 —— K*KX | > A% » Gal(K*/K) —— 1, (4.1.3)

3M4s precisamente, estamos usando el teorema 6, §9, del capitulo XIII de [Wei74] que es un ejemplo de los
teoremas principales de la teorfa de campos de clases sobre extensiones abelianas. Véase también [Tat67, §5] para
otra formulacion de estos teoremas.
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donde K*K7__ es la cerradura topolégica del subgrupo K*K’ , en A} y K™ es la mdxima extensién
abeliana de K. Siguiendo a Shimura, denotamos por [z, K] € Gal(K*®/K) a un elemento que
corresponde a x € A} bajo (4.1.3).

Ahora que hemos construido el grupo de idéles de un campo numérico K, revisamos una cons-
truccién similar que Shimura llama la “adelizacién” de GLs. Nos especializamos al caso K = Q,
donde My se puede identificar con {p € Z | p es primo} U {co}. En este caso, a los elementos de
Mg los denotamos por p, donde p es primo o p = oo. Con esta notaciéon p € Mg es en realidad el
valor absoluto p—adico si p < oo y es el valor absoluto usual si p = co. En particular Q, denota a
los racionales p—adicos si p < 00 y Qy = R.

Definicién 4.1.6. Si denotamos G, := GL2(Q,), entonces la adelizacién de GLs es el grupo
topologico
x, € GLy(Z,) para casi toda p}

QLy(A) := {x = (@) e [[ G

p<oo

con la topologia del producto restringido de {G,} con respecto de {GLy(Z,)}.

Esta construccion es un ejemplo de un fenémeno general sobre la adelizacién de grupos alge-
braicos debida a Weil [Weil2].

Nota. El conjunto
U:= [] GL2(Z,) x GL(R) C GLa(A),

p<oo

es un abierto de GLy(A). En general, para toda N > 1, definimos:
Uy:={zxeU]|z,=1Id (mod N), Vp < 0},

donde z, = Id (mod N) significa =, = Id + N~ para alguna v € NMs,5(Z,). Observe que U; = U
y que si N | M, entonces Uy, C Uy. De esta manera, la familia {Uy}y~o es una base para la
topologia de GLo(A) (cf. §6.4 de [Shi94]).

Las proyecciones 7, : GLy(A) — G, son homomorfismos continuos. El nicleo de la proyeccién
Tso €s un subgrupo normal que denotamos por G, la notacién viene de la notacién M3; de hecho

GY :=ker (GL2(A) - GL2(R)) = {z € GLy(A) | zo = 1}.

Si multiplicamos G° por el factor GLj (R) de U, obtenemos los elementos de GLy(A) que son
positivos en la componente infinita:

GLf(A) == [] G, x GL$(R) = G° - GL{ (R).

p<oo

Como en el caso K* — A}, = GL;(Ag), podemos identificar GLy(Q) con un subgrupo de GLs(A)
mediante el encaje diagonal:

GL2(Q) —— GLy(A) vy (7, )

En particular GL3 (Q) = {v € GLy(Q) | dety > 0} es un subgrupo de GLy(A) y cumple:

GL}(Q) = GLy(Q) N GLE(A).
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Por otro lado, en cada componente G, de GLy(A), tenemos la funcién continua det : G, —
Q. Por la propiedad universal del producto, la familia de homomorfismos continuos {det om, :
GL2(A) — Q}} induce un homomorfismo continuo y abierto:*

det : GLy(A) — Ag, det(z,) = (det z,).

Si V' C GLy(A) es un abierto, entonces det(V') C Ag es abierto y por lo tanto Q* - det(V) C Ag

es un abierto que contiene a Q* - Q% . Gracias a la teorfa de campos de clases y en particular a la

sucesion exacta (4.1.3), tenemos que Q* - det(V') corresponde a una extensiéon abeliana finita de Q
que denotamos por ky. En general se tiene:

Proposicién 4.1.7. Para todo abierto V- C GlLo(A), existe una extension abeliana finita ky /Q que
cumple las siguientes propiedades:

1. Para toda x € GLa(A) tenemos que ky = kyyp-1.
2. S1V C V' entonces ky C ky .

3. Para los abiertos bdsicos Uy, tenemos kn = ky, = Q((), donde ¢ es una raiz N—ésima
primitiva de la unidad.

Demostracion. Véase §6.4 de [Shi94] y en particular las férmulas (6.4.4) y (6.4.5). O

Ahora estamos en posicién para relacionar Gal(§/Q) con GLy(A). El teorema principal sobre
esta relacion es:

Teorema 4.1.8. Si denotamos H := Q* - GL3 (R) C GL3 (A), entonces existe un homomorfismo
7:GLy (A) — Gal(F/Q) que cabe en la sucesién exacta:

1 > H » GLy (A) —— Gal(g/Q) —— 1

y ademds tenemos que Gal(F/Q) = GL3 (A)/H como grupos topoldgicos.

Demostracion. Esto es exactamente el teorema 6.23 de [Shi94], la existencia de la sucesién exacta
la prueba en §6.6 y el isomorfismo lo prueba en el mismo teorema. O

Nota. Este teorema es un andlogo a la sucesién exacta (4.1.3) de la teorfa de campos de clases,
entonces a veces 7 se llama el “mapeo de reciprocidad de Shimura”, véase también el capitulo 11
de [Lan87].

Recuerde que los subgrupos cerrados (y por lo tanto compactos) de Gal(§F/Q) corresponden a
los subcampos intermedios de la extensién §/Q. Los subgrupos abiertos corresponden a las subex-
tensiones finitas. Gracias al teorema anterior, esto significa que los campos numéricos contenidos
en § corresponden a los subconjuntos abiertos V' de GL3 (A) que contienen a H y cuyo cociente
V/H es compacto.

Escribimos:

Z:={V CGLJ(A) | V es abierto, H CV y V/H es compacto},

4En cada componente det : G, — Qp es una funcién abierta. De esto junto con la topologia del producto
restringido, concluimos que det : GLa(A) — GL2(A)g es abierta.
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y para toda V € Z definimos:

Iy :=VNGLI(Q), Fv={feF|f@=f VzeV},

es decir §y es el campo fijo de 7(V') C Gal(F/Q) que es abierto y por lo tanto Fy es una extensién
finita de Q, no necesariamente abeliana.® Entonces los subgrupos I'yy € GL3 (A) tienen las siguientes
propiedades:

Proposicién 4.1.9. Para toda V € Z tenemos que I'yv /Q* es (isomorfo a) un subgrupo de con-
gruencia I' y C® Fy = Ao(T'). Por ultimo, ky es algebraicamente cerrado en Fy .

Demostracion. Véase la proposicion 6.27 de [Shi94]. O

Nota. Ty /Q* denota el cociente de la accién natural Q* ~ GLj (Q) restringida a T'y.

Por ltimo, tenemos:

Proposicion 4.1.10. Sea I' un subgrupo de congruencia. Entonces existe una V € Z tal que
r=ry,/Q*.

Demostracion. Véase la proposicién 6.30 de [Shi94]. O

Las proposiciones 4.1.9 y 4.1.10 nos da la existencia del modelo en el teorema 4.1.3. Para las
otras propiedades enunciadas nos referimos a la discusion que sigue de la proposicion 6.30 de §6.8
de [Shi%4].

Para terminar la seccién aplicamos el teorema 4.1.3 a los subgrupos de congruencia I'g(N) y
['(N) (véase los ultimos dos parrafos de §6.8 de [Shi94] para una prueba de los siguientes corolarios).

Corolario 4.1.11. Para la curva modular Xo(N) asociada a T'o(N), tenemos que kryny = Q,
entonces el modelo (Cry(n), rovy) estd definido sobre Q y el campo de funciones de Cryny es

Srovy = Q(j, jn) donde jn(2) :== j(Nz).

Corolario 4.1.12. Para la curva modular X (N) asociada a T'(N), tenemos que kryy = Q(e*™/V),
entonces el modelo (CF(N), @ry) estd definido sobre @(62”/1\[) y el campo de funciones de Cr(ny es
S~ de la proposicion 4.1.4.

Nota. Para N > 1, tenemos que I'g(N) C I'y(1) = SLy(Z), entonces por el teorema 4.1.3, la
proyeccién natural Xo(N) — Xo(1) induce un morfismo Cry(ny — Cr,(1) definido sobre Q.

4.2. El polinomio modular

En esta seccién revisamos la parte de construir explicitamente un modelo de Xy(N) sobre Q.
Maés precisamente definimos un polinomio ®y con coeficientes en el campo C(j), donde j es el
j—invariante de la seccién 3.3. Luego vamos a probar que ®y es el polinomio minimo de jy, que
estd definido por jy(2) := j(Nz). Después veremos que ®y realmente tiene coeficientes en Z[j] y
por lo tanto, visto como polinomio en Z[X, Y| = Z[j][t], define una curva proyectiva sobre Q.

5Uno puede pensar en §y como una generalizaciéon no abeliana del campo de clases asociado a V.
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El polinomio modular lo vamos a definir como un producto de términos lineales de la forma
t — 7 oy donde 7 corre sobre el conjunto de matrices primitivas con determinante N que definimos
en seguida:

b
My = {fy = (Z d) = szz(Z)‘ dety =N, y (a,b,c,d) = 1}.

La descomposicion de M), en conjuntos disjuntos es:

Lema 4.2.1. El conjunto de matrices primitivas de determinante N se puede descomponer como
una union finita disjunta

M,_n = SLy(Z) (](\)[ (1)> SLy(Z) = | JSLa(Z)y (4.2.1)

donde v corre sobre el conjunto finito:

v € {(8 Z) € May»(Z)

Demostracion. Esto es parte del lema 9.1 de [Kna92|, véase también el lema 8.15 que trata de esta
descomposicion en matrices no necesariamente primitivas. O

ad = N, O§b<dy(a,b,d):1}.

Nota. Hay

$(N) = NT] (1 + %)

pIN

términos en la descomposicion de Mj,_y en (4.2.1). A veces se le conoce como la funcién ¢ de
Dedekind. Con esto en mente, reescribimos la descomposicion como:

$(N)
Mooy = | SL2(Z)y:. (4.2.2)
i=1

No es coincidencia que ¥ (N) es exactamente el indice de I'o(N) en SLo(Z) (cf. la formula (3.2.4)
de la seccién 3.2), de hecho la férmula (4.2.1) se puede usar para calcular independientemente el
indice (SLy(Z) : T'o(IV)). Véase en particular la proposicién 9.3 de [Kna92] para el calculo de este
indice con este método.

Para facilitar la notacién, denotaremos

(N ©
71.—01~

De esta manera, podemos escribir M}, = SLa(Z)71SLa(Z). Esto prueba que M/, _ es invariante
bajo multiplicacién por elementos de SLo(Z). Més precisamente, si v € M) ,_y , entonces existen
o,0" € SLy(Z) tales que v = oy,0’ y por lo tanto, para toda 7 € SLy(Z), tenemos que 7y =
(to)y10" € SLo(Z)11SLa(Z) = M) v similarmente y7 € M) _ .

Con esto, ya podemos definir el polinomio modular:
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Definicién 4.2.2. El polinomio modular de orden N es el polinomio en una variable ¢ definido

por:
P(N)

On(t) = [Jt—jo):

i=1

donde j ov; = j[vi]o donde [;]o es el operador de peso 0 de la seccién 3.3.

Nota. Como jy = j o7, tenemos jy es una raiz de ®x(t).

El propésito de esta seccién es probar que ®y es un polinomio irreducible sobre C(j) y que
tiene coeficientes en Z[j], pero primero necesitamos estudiar las raices del polinomio modular con
mas detalle. Especificamente, tenemos:

Proposicién 4.2.3. El conjunto {j o y1,...,j o yyw)} de raices de ®n(t) cumple las siguientes
propiedades:

1. Todas las raices son distintas, i.e. j oy; 7# j o~y; para toda i # j.

627TiZ/N

2. Cada jory; : H — C admite una serie de Fourier meromorfa en qn = alrededor de oo.

3. Eziste una accion transitiva SLo(Z) ~ {j oy, ..., jo vy} definida por (o,jo ;) — jovyo
donde o € SLy(Z).

Demostracion. Para toda i € {1,...,9(N)}, escribimos la matriz v; € M/,,_y como
yi= b (aid; = N, 0<b; <d;y (a;,b;, d;) = 1).
7 O dl Y 1 ) — Y1 (2 1y Y1y Y

También escribimos I' = SLy(Z).

1. Para probar que las raices son distintas, supongamos que j o y; = j o7, para algunas ¢, j. Si
escribimos la serie de Fourier de j como j(z) = ¢~' + F(q) donde F' € Z][[q]] es una serie de
potencias, entonces para toda z € H tenemos:

Gomz) =i (“5

= g F(g¢q),  (qa, = €%, Cay = €275, (4.2.3)

. (a/iz + bz) — 6727riaiz/di6727ribi/di + F<€27r’iaiz/di627ribi/di)

De la misma manera obtenemos una férmula andloga para j o «y;. Si invertimos formalmente
la serie de potencias, obtenemos:
g 1 G(ghCh),
(Jom)(z) "% s
donde G € Z[[q]] es una serie formal sin término constante ni lineal. Por lo tanto

. —a; _b

(Joy)(2) 44, 'Ca, b a; b
1= = —— + H(q3 (s q;.¢)s

Gom)(z) g o
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donde H es una serie de potencias en dos variables sin término constante. Si hacemos (z) —
oo en la ecuacién anterior obtenemos:

7

a; a b b:
@i b 2miz( Zt— =% 2mi( =F——+
g gy — cHEE ) Lem (12.4)

Esto sucede para toda z € H solamente cuando a;/d; = a;/d; que, después de multiplicar por
a;d; = N = a;d;, implica que o} = af y di = d;. Como aj;, aj, d;, d; son todos no negativos
por eleccién, concluimos que a; = a; y d; = d;. Si sustituimos estas igualdades en (4.2.4)
deducimos que b; = b; y por lo tanto las matrices 7; y «; son iguales. Hemos probado que
si j o = jo~y,, entonces 7; = 7;, es decir que todos los factores (t — j o +;) del polinomio
modular ®y(¢) son distintos.

2. Para calcular la gy—expansién de j o «; alrededor de oo, retomamos (4.2.3). Primero obser-
vemos que 1/d; = a;/N y por lo tanto

— 627m'z/d¢ _ ,2miza;/N

qd; € = QX}} Cdi = Cg/

Si escribimos la serie de potencias F' como F(q) =Y ., dnq" donde d,, € Z, entonces (4.2.3)
se convierte en una serie de potencias en gy con coeficientes en C:

(G om)(2) = an " Gy + ) dulgn C¥™)" = D Dagy € Cllgn]l, (4.2.5)
n=0

n=-—1

donde D_; = C](,‘”bi y D, =d, X,“ibi para toda n > 0. Por lo tanto jo~y; admite una expansién
en serie de Fourier alrededor de oo y asi 7 o «; es meromorfa en oo.

3. Por tltimo probamos que la accién de I' sobre el conjunto de raices R := {jovyi,...,jovym)}
estd bien definida y es transitiva. Sea 7 € I" arbitraria y j o~; € R. Entonces, por la primera
nota después del lema 4.2.1, tenemos que v;7 € M}, 5. Por la férmula (4.2.1) del mismo
lema, tenemos que existe una j € {1,...,9(N)} tal que ;7 = ~; y por lo tanto la accién
I' ~ R hace

(r,jov) »=jovT=jov €R
Esto prueba que la accion I' ~ R esta bien definida y permuta los elementos de R.

Para probar la transitividad de I' ~ R, sea j oy; € R arbitrario. Como ~; € I'v1I, existen
0,0’ € T tales que ; = 0710’ 0 equivalentemente o~1v; = v,0’. Por otro lado, la I'—invarianza
de 7 nos garantiza que:

(0,jom) = jomo=joo y=(joo ") oy =jom.

Por lo tanto todas las raices j o v; estdn en la orbita de j o v; y concluimos que la accion es
transitiva.

]

Con estas propiedades sobre las raices de ®y(¢) podemos probar el teorema principal de esta
seccion:

Teorema 4.2.4. El polinomio ®x(t) tiene coeficientes en Z[j] y es irreducible sobre C(j).
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Demostracion. Otra vez escribimos I' = SLy(Z). La prueba la haremos en cuatro pasos:

1. Los coeficientes de ®y(t) son funciones racionales de j, es decir ®x(t) € C(j)[t]. Para ver
esto, observe que por definicién de @y, sus coeficientes son polinomios simétricos en ()
variables evaluados en las raices j o ;. Mas precisamente, si escribimos:

Dy (t) = cynv) + ¢ N71t+"'+01t¢(N)_1—|—t¢(N),
Y(N) Y(N)

entonces el coeficiente ¢, de ®y es de la forma £f,(j o y1,...,J o yyv)) donde f, es el
n—ésimo polinomio simétrico elemental®. En particular, como cada j o ~y; es holomorfo sobre
H (ya que las matrices ; son triangulares superiores), entonces cada coeficiente ¢, de @y
es holomorfo sobre H. Por el lema 4.2.3, cada j o 7; admite una qy—expansion de Fourier
meromorfa alrededor de co y de esta manera c,, también admite una ¢y —expansién de Fourier
meromorfa alrededor de co. Por tltimo tenemos que para toda o € T,

calolo = fu(iom, - jovww)lolo = £fu(iomlolo. - -4 0 venlolo)
= ifﬂ(] OViyeney] O'WJ(N)) = Cn;

porque la accién de I" sobre las raices las permuta y f,, es un polinomio simétrico, i.e. invariante
bajo permutaciones de las variables. Por lo tanto ¢, es automorfa de peso 0 con respecto de
I. Por la proposicién 3.3.10, concluimos que ¢, € C(j) para toda n y asi obtenemos que

Oy (t) € C(H)[E-

2. ®p(t) es irreducible sobre C(j). Sea K = C(jov,...,J oY) €l campo de descomposicién
de @y (t) sobre C(j) y supongamos que ®y(t) es reducible sobre C(j). Por el lema 4.2.3, las
raices de @ son distintas, por lo tanto ®y no es una potencia de un polinomio irreducible y
asi tiene al menos dos factores f, g € C(j)[t] irreducibles distintos.

Como I' actia sobre K como automorfismos de K que fijan a C(j), entonces si j o ;
es una raiz de f, tenemos que para toda o € I', j o y;0 sigue siendo una raiz de f. Como
f # g, entonces no comparten raices en el campo de descomposiciéon K porque son polinomios
irreducibles distintos. Por lo tanto las raices de f pertenecen a una érbita de la accion de I’
sobre K y las raices de g pertenecen a otra érbita distinta. Esto contradice la transitividad
de la accién de I' en las raices de ®x. Con esto concluimos que ®y es irreducible sobre C(j).

3. Los coeficientes de Fourier de ¢, son enteros. Retomamos la férmula (4.2.3) de la prueba del
lema 4.2.3 sin el subindice i:

’Y:(g Z) = (Jo(z) = %" + F (),

Los polinomios simétricos elementales en m variables con coeficientes en un campo k, se definen como:

fl(ﬂ:],--.,xm):l‘1+"'+xm,

fa(z1, o im) = 212+ + T 1Tm,
fm(@1, . Tm) =21 Ty
En general, si ¥ es el grupo de permutaciones de m elementos, entonces los polinomios f(z1,...,z,,) invariantes
bajo la accién de permutar las variables, i.e. (o, f) = f(25(1), -+ fo(m)), forman un subanillo S de k[z1,. .., 2y,] que

es generado como k—3§lgebra por los polinomios simétricos elementales, es decir S 2 k[f1, ..., f;] como k—4lgebras.
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donde F' € Z[[q]]. Como d | N, tenemos que (; = (]J\\,[/d Y qq = qx/d y por lo tanto el lado

derecho de la férmula de arriba es una serie de potencias en gy con coeficientes en Z[(y].
Ademds, como ¢, = £f,(j o 71,...,J © Ypwv)), entonces los coeficientes de Fourier de la
gnv—expansion de ¢, también pertenecen a Z[(x|. Esto lo escribimos como:

¢n € ZICn][lan]]- (4.2.6)

Por otro lado consideremos los coeficientes de Fourier de ¢,, como elementos de la extensién
ciclotémica Q((x ). Los Q—automorfismos de Q((y) estan dados por (x +— (j donde (r, N) =
1. Bajo este automorfismo tenemos que:

(ov)(2) = ¢"q " + F (¢ q3)

Si escribimos b como el minimo residuo no negativo de br médulo d, entonces ¥’ = br (mod d)
y asf (I = Cg’. Por lo tanto tenemos que bajo el Q—automorfismo ¢y +— (}, tenemos que

GOl G+ FIGal) = (Gon)(e), donde 7' = (1)

Observe que por la descripcion de M}, del lema 4.2.3, tenemos que ' = 7, para algu-
na i € {1,...,9(N)}. Esto significa que el Q—automorfismo (y + (} induce la siguiente
permutacién de las matrices {y1,..., 7y}

a b a b / /
(O d)H(O d)’ donde b’ =br (modd) y 0<V <d.

En efecto, como (r, N) = 1, la funcién b — b’ es una permutacién del conjunto de residuos
{0,1,...,d =1} y por lo tanto la accién de arriba permuta las matrices {v1,..., vy }-

Concluimos que el Q—automorfismo (x > (}, donde (r, N) = 1, permuta el conjunto
{Jom, ..., oy} y por lo tanto fija a los coeficientes de la gy —expansién de c,, porque éste
es un polinomio simétrico en las ¢y —expansiones de las series de Fourier de las j o y;s. Como
Q(¢n) es una extension de Galois de @Q, esto implica que los coeficientes de la gy —expansién
de ¢, son racionales, i.e. ¢, € Q[[gy]]. Gracias a (4.2.6) y a que Z = Q N Z[(x],” podemos
concluir que ¢, € Z[q]].

4. Los coeficientes de ® (1), estdn contenidos en Z[j]. Este hecho se sigue del siguiente resultado
general: sea f € Ay(I") con expansién de Fourier f(z) = >"2 , a,(f)¢" meromorfa alrededor
de oo (M > 0), entonces:

f € Ag(D) es holomorfo sobre H = € (Zla_m(f), a—pr(f),-- D], (4.2.7)

es decir que f es un polinomio en j con coeficientes en el Z—moddulo generado por los coefi-
cientes de Fourier de f.

Por el momento, supongamos que (4.2.7) es cierto. Como cada coeficiente ¢,, € C(j) = Ao(I')
es un polinomio simétrico evaluado en las funciones holomorfas j o v;, entonces cada c,

"Los elementos de Z[( ] son raices de polinomios ménicos y los tinicos elementos de Q que son raices de polinomios
monicos son los enteros, porque Z es un dominio de factorizacién unica y por lo tanto integramente cerrado en su
campo de fracciones.
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es holomorfo en H. Por (4.2.7) concluimos que ¢, € (Z[a_p(cn),a—ni1(cn),...))[J7], pe-
ro por el paso anterior, todos los coeficientes de Fourier a,(c,) son enteros y por lo tanto
Zla_ni(cn),a_nr+1(cn), .. .| = Z. Concluimos que ¢, € Z[j] para todo coeficiente de ®y(t).

Entonces solamente falta probar (4.2.7). Esto lo hacemos por induccién sobre M. Cuando
M = 0, entonces f es holomorfo en co y por lo tanto induce una funciéon holomorfa sobre la
superficie de Riemann compacta X(1), es decir f es constante y vale ao(f). En particular
f € (Zlao(f),ai(f),...])[j]- Ahora supongamos que (4.2.7) es cierto para M — 1. La idea es
cancelar el primer término a_y;(f)g~™ de la serie de Fourier de f con una potencia adecuada
de 7. Mas precisamente:

F=anlE = Y i —au) ((47@) = Y
—(M=1)

n=—M

donde F'(q) € Z][q]]. Los coeficientes d,, pertenecen a a,(f) + a_p(f)Z por construccién, y
por hipétesis de induccion, pertenecen al Z—modulo generado por d_pyy1,d_prio, ..., €s decir:

dn € Zld _pry1,d-nrya, -] S Zla i (f) +am(f)Z, apra(f) +am(f)Z, .. ]
C Zla-y(f), a-rs(f) amprsa(f), - ]

Con esto concluimos que f — a_y(f)j™ € (Zla_m(f),a_naria(f), .. ))[j] v por lo tanto f €
(Za-p(f),azpr1(f), .- ])[j]- Esto termina la induccién y la prueba de (4.2.7).

]

Para cerrar la seccién mencionamos algunas consecuencias directas de las propiedades del poli-
nomio modular.

Primero recuerde que los coeficientes ¢, € Z[j], entonces para cada n > 0, existe un polinomio
fn(X) € ZIX] tal que ¢, = f,(j). Por lo tanto el polinomio modular lo podemos reescribir como
Oy (t) = f(4,t) donde f(X,Y) es el polinomio

Jo)(X) + fon—1(X)Y 4+ -+ + AEOYPO= 4 (XYY e Z]X, Y.

También denotamos por ® (X, Y) al polinomio de arriba y observamos que no debe causar confu-
sién con el polinomio modular porque no tienen la misma cantidad de variables.
Como @y (X,Y) es irreducible, define una curva algebraica afin sobre Q, més precisamente

Definicién 4.2.5. Sea N > 1. El modelo afin de la curva modular Xo(N) lo definimos como la
curva sobre Q definida por la ecuacién @y (X,Y) = 0 y la denotamos por Cy.

Escribimos Cn como la proyectivizacién de Cy definida sobre Q, i.e. los ceros de la homogeni-
zacién de ® . Tomamos X/Q, junto con un morfismo birracional f : X — Cx como la desingula-
rizacién de Cy, i.e. X es proyectiva, lisa y tnica entre las curvas proyectivas v lisas que admiten
morfismos birracionales a Cy (cf. el teorema 3 de §7.5 de [Ful08]). Observe que en los C—puntos
de X y Cy tenemos una funcién birracional X (C) — Cx(C).

Definicién 4.2.6. Con la notacién de arriba, decimos que X es el modelo racional de Xo(N) =
H/To(N) y lo denotamos por XE(N).
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Con esto podemos definir la modularidad de curvas elipticas:

Definicién 4.2.7. Sea E/Q una curva eliptica. Decimos que F es modular si existe un entero

N > 0 y un morfismo no constante X(N) — E. A este morfismo lo llamamos una parametrizacion
modular de E de nivel N.

Nota. Si N | M, entonces vimos que hay una proyeccién natural Xo(M) — Xo(N) de superficies de
Riemann. Gracias a la teorfa de modelos de Shimura, esta proyeccién induce un morfismo X} (M) —
XZ(N) definido sobre Q (cf. el teorema 4.1.3). Por lo tanto la existencia de una parametrizacién
modular X?(N ) — E implica que existen una infinidad de otras parametrizaciones modulares, una
para cada multiplo positivo de N.

Definicién 4.2.8. Sea E/Q una curva eliptica modular. Decimos que Ny es el conductor analitico
de FE si es el nivel mas pequeno de las parametrizaciones modulares que admite FE.

4.3. Curvas modulares como espacios moduli

En esta seccién vamos a ver que ciertas curvas modulares X (I') := H*/I" (o0 més precisamente la
subvariedad abierta Y (I') = H/I') parametrizan clases de isomorfismo entre curvas elipticas cuyos
ismorfismos preservan cierta informacion de torsiéon determinada por el subgrupo de congruencia

I.
Para precisar esta idea, primero definimos el espacio de curvas elipticas como

E(K) = {E/K es curva eliptica}.

Decimos que dos curvas E, E' € £(K) son isomorfas si existe un isomorfismo f : £ — E’ definido
sobre K. Esto define una relacién de equivalencia y denotamos a las clases de equivalencia por [E].
En el caso K = C, el espacio cociente £(C)/~ es el primer ejemplo de curva modular como espacio
moduli.

Ejemplo 4.3.1. Definimos J : £(C)/~ — C con [E] — j(F). Gracias al teorema 2.1.5, £ = E'
sobre C si y solo si j(E) = j(E), entonces J estd bien definida y es inyectiva. Como dado un
valor jo € C podemos construir una curva FEy/C tal que j(E) = jo, entonces J es biyectiva. Por
tltimo componemos con la funcién inversa j ' : C — H/SLy(Z) del lema 3.3.11, para obtener una
biyeccion:

E(C)/~ +— Y (SLy(Z)), [E] — 7SLs(Z) tal que j(E) = j(7SLa(Z)),

donde la j del lado izquierdo es el invariante de la curva eliptica E y la j del lado derecho es la
forma automorfa de peso 0.

En general, vamos a estar interesados en los subgrupos de congruencia principales: I'(N), 'y (IV)
y T'o(IV). En esta seccién vamos a asumir que todo subgrupo de congruencia I' es de uno de los tres
tipos anteriores.

Resulta que el ejemplo anterior se puede generalizar: dado I" existe una biyeccién entre Y (I)
y un espacio de clases de isomorfismos de curvas elipticas, donde los isomorfismo preservan cierta
informacion de torsion. Para cada forma de I' de nuestro interés describimos un espacio de curvas
elipticas sobre C, definimos una nocién de isomorfismo en ese espacio y damos una biyeccion entre
Y (I') y las clases de isomorfismo.

Para los diferentes posibles valores de I'; definimos:
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Definicién 4.3.2. Sea K C C. Para I' C SLy(Z) de una de las siguientes formas, definimos una
categoria de curvas elipticas sobre K cuyos isomorfismos preservan cierta informacién de torsion
que depende de I':

1. (I =To(N))
E/K curva eliptica, (E,C) = (E',C")si:
E(N)K) =< (E,C) : CC E(K)subgrupo ciclico p, 3f: E -~ E' sobre K,
de orden N y G — estable f(c)y=c
2. (T =T1(N))
E/K curva eliptica, (E,P)~ (E',P)si:
E(N)K):=<¢(E,P) : PeE[N|esdeorden N », 3f:F -5 E'sobre K,
y es G — estable f(Py="r
3. (I =T(N))
E/K curva eliptica, (E,P,Q) = (FE',P,Q)si:
EN)K):=<( (E,P,Q) : P,Qe€ E[N], Gk —estables, p,  3f: F " E sobre K,
tales que (P, Q)z/nz = E[N] f(P)y="r, f(Q) =@

Nota. Si nos queremos referir a alguna de estas categorias asociada a un I' de la forma I'g(N),
'y (N) o I'(N), escribimos E(I')(K) en lugar de E(N)(K), &(N)(K) o E(N)(K) respectivamente.

Nota. Si K es algebraicamente cerrado (e.g. C o Q), la condicién de Gx—estabilidad se cumple
automaticamente.

Nota. Si N = 1, entonces tenemos que E(K) = E(1)(K) = & (1)(K) = E(1)(K), o més preci-
samente, las categorias son todas equivalentes a £(K), la clase de curvas elipticas sobre K. En
particular, para toda N > 1, tenemos un funtor que olvida la estructura £(I')(K) — E(K), por
ejemplo (E,C)— F o (E,P,Q) — E.

Definicién 4.3.3. Dado I' = I['((N),['1(N) o I'(N), al conjunto de clases de isomorfismo en
E(I")(K) lo denotamos por
SI)(K) = EM)(K)/~,

y a sus elementos los denotamos por [E, C] (resp. [E, P] o [E, P, Q)]) para los elementos de Sy(N)(K)
(resp. S1(N)(K) o S(N)(K)).

Para el caso K = C, los conjuntos S(I')(C) se pueden identificar con el cociente H/T" de manera
explicita. Gracias al teorema de uniformizacién (cf. el teorema 2.2.3), para toda curva eliptica E/C
existe una 7 € H tal que F = C/(7Z & Z) como grupos de Lie; denotamos A, := 7Z ® Z y
E, := C/A,. De esta manera las clases de isomorfismo de Sy(C) (resp. S1(N)(C) o S(N)(C) son
de la forma [E,, (N7' + A,)] (vesp. [E;, N"' + A;] o [E,,7N~' + A, N~! + A,]). Verificamos esto
en seguida para el caso I' = T'o(V):
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Primero probamos que toda [E, C] € Sy(N) es de la forma [E,, (N~' + A,)] para alguna 7 € H.
Fijamos [E,C] € Sy(N) y sea @ € C un generador de C, en particular @) es de orden N. Por
el teorema de uniformizaciéon E, = E para alguna 7. Bajo este isomorfismo, () corresponde a un
punto de E, que denotamos por

Q =z + A (z0 € C).

Como @ es de orden N, entonces Nzy € A, lo cual implica que existen a,b € Z tales que Nzy =
at +b. Como {1,7} es una R—base de C, existen A\, u € R tales que zg = A7 + p. Si igualamos
ambas expresiones de z(, obtenemos que NA =ay Nu = by por lo tanto A, u € Q. De otra manera:

Q= ‘”jﬁwf (0, 8,7 € Z).

Otra vez por el orden de @), multiplicamos la ecuacién anterior por N y obtenemos: N(at+ )/~ €
A, y asi Na/y,NB/y € Z. Sin pérdida de generalidad podemos tomar (a,3,7) = 1, entonces
podemos concluir que v | N. Por otro lado, si v < N entonces vQQ = a1 + f + A, = A, lo cual
contradice que () tiene orden N. Por lo tanto v = N y podemos asumir que existen c¢,d € Z tales
que

d
QZCT; YA (ed N)=1.
Observe que si t,t' € Z entonces la ecuacion
(c+tN)T+ (d+tN) ct+d , cT+d
A= tr+t'+ A= — + A, =
¥ - N Tt v+ Q

implica que la eleccion de ¢ y d depende solamente de sus clases moédulo N.
Por las hipétesis sobre ¢,d y N, existen a,b,k € Z tales que ad — bc + kN = 1 es decir, si

denotamos
b
o= <$ d> € My(Z),

entonces bajo la proyeccion 7 : My(Z) — My(Z/NZ), tenemos que 7w(o) € SLy(Z/NZ). Como la
restriccion 7 : SLy(Z) — SLo(Z/NZ) es suprayectiva, se toma

, a v
g = (Cl d,) S SLQ(Z)

tal que w(o’) = m(o). Por construccién, ¢ = ¢ (mod N) y d = d (mod N) entonces Q) =
(dT+d)/N+A..
Sea 7/ € H tal que
ar+ b
= ol = p— (4.3.1)

y denotamos al denominador por m = ¢t + d’'. Entonces m7’ = (a'T7 + V') y asi

mAy =m(TZ® L) =mrT'Ze&mZ = (d'T+b)Z® (174 d)Z. (4.3.2)
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Es conocido que dos reticulas wiZ @ weZ y wiZ & whZ, tales que F(wq/ws), F(w]/wh) > 0, son

iguales si wi/wy,w]/wh € H estdn en la misma érbita de la accién PSLy(Z) ~ H.® En este caso
tenemos que ('t +0)Z & (T + d')Z = 7Z & Z porque (a'T + ) /(T +d) =7 =0'(1) y asi 7/1
y (a7 + V) /({17 4+ d') estan en la misma 6rbita. De (4.3.2) concluimos que mA,» = A, y que

)_c’7‘+d’

1
m <— +AT/

- +A=Q.

Por lo tanto el homomorfismo E., — E, definido por z + A, — mz + A, es un isomorfismo (cf. el
corolario 1.3.3 de [DS05]). Si lo componemos con el isomorfismo £, = E obtenemos un isomorfismo
[+ E. — E donde f(N™' 4+ An) = Q. De esta manera f((N7! + A)) = (Q) = C. Concluimos
que [E,C] = [Ey, (N7 + A)] para alguna 7' € H.

Observamos que este argumento se puede generalizar facilmente a los demés subgrupos de
congruencia con los que estamos trabajando, i.e. I'y(N) y I'(N). Por lo tanto podemos asumir que
las clases de isomorfismo [E,C] (resp. [E, P| y [E, P, Q)]) estdn representadas por [E,, (N7! + A,)]
(resp. [E.,N"'+ A;] o [E;,7N~' + A, N~!' + A,]) para alguna 7 € H. De esta manera podemos
definir biyecciones entre S(I')(N) y Y(I') = H/T.

Proposicién 4.3.4. Para cada T de la forma T'o(N),T'1(N) o I'(N), tenemos las siguientes fun-
ciones:

1) La funcion So(N)(C) — Yo(N) definida por [E.,(N~' + A.)] — 7To(N) es biyectiva.
11) La funcion S1(N)(C) — Yi(N) definida por [E., N7' + A,] — 71 (N) es biyectiva.
111) La funcién S(N)(C) — Y (N) definida por [E;, TN~ + A, N"' + A,] = 7T'(N) es biyectiva.

Demostracion. Solamente probamos el caso I' = I'g(/V) y nos referimos a [Hus04, §2, capitulo 11]
para los otros dos casos. Si escribimos ¢ como la funcién So(N)(C) — H/T((NV), tenemos que
probar que ¢ cumple tres cosas:

1) v estd bien definida.

Si [E., (N7'+A,)] = [E/, (Nt + A.)], entonces C/A, = C/A, y por lo tanto existe una
m € C* tal que mA, = A y tal que m(N~!' + A;) = (N~' + A.) (véase la nota de pie 8).
Como A, = 7Z & 7Z, entonces la igualdad mA, = m7Z ® mZ = 7'Z ® 7Z nos dice que existe

o= (‘CL Z) € SLy(2)

tal que
mr=ar +b , m=cr +d

o en particular o7’ = 7; esto es otra vez por la nota de pie 8.

8M4s precisamente, si R es el espacio de reticulas, C* acttia por homotecias. Entonces w1 Z @ woZ — wq Jwa es
una biyeccién R/C* — H/PSLs(Z) (cf. la proposicién 3 de §2 del capitulo VII de [Ser73]). En particular tenemos

que

W Z @ wali = WL DWHY = W] =aw +bws, wh=cwi+dwy donde (Z 2) € SLy(Z).
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1)

I11)

Por otro lado sabemos que el isomorfismo E, = E manda N~! + A, en (N1 + A), es
decir

= AT/:_ A-,-/ 1§k N
N + N + ( < N)

1
m(——i—AT

ct’ +d k
N

donde (k, N) = 1 porque k/N + A, es necesariamente de orden N. La ecuacién anterior
implica que

d—k
%7/4‘—]\[ €N = N’C, N|d_k

En particular ¢ = 0 (mod N). Ademds, si 0 fuese un factor comin de N y d, entonces
d | d — k implica que § | k y asi § | (N,k) = 1. Por lo tanto (N,d) = 1 y asi deducimos
que d =1 (mod N). Con esto concluimos que o € I'((N). Como o7’ = 7, tenemos que
To(N) = 7Ty(N) cuando [E,,(N7!' + A,)] = [E+,(N~' + A)] y por lo tanto la funcién
[, (N7' 4+ A;)] — 7To(N) estd bien definida.

1 es inyectiva.

Sean 7,7" € H tales que 7'g(N) = 7'I'¢(NN), por ejemplo 7" = ¢’'7 donde o’ € T'o(IV) vy es
de la forma (4.3.1). De manera anéloga a (4.3.2) y al parrafo que le sigue, concluimos que
mA, = A., donde m =7+ d, y que

1 dr+d
— 4+ A = A
m(N+ ) RN

De esta manera F, = C/A, =2 C/A,, = E, donde el isomorfismo estd dado por z + A, —
mz + A,. Ademds, como ¢’ € I'y(N), entonces N | ¢ y asi ¢ = Nc¢ para alguna ¢ € Z. Por lo
tanto

N N N

donde, como (N,d') = 1, d'/N + A, es un generador del subgrupo ciclico (N~! + A,). Por
lo tanto el isomorfismo z + Ay — mz + A; manda al subgrupo (% + Ar) en el subgrupo
(N71+A;). Por lo tanto [E,, (N"' 4+ A;)] = [Er, (N7 + Ap)] v ¥ry(v) es inyectiva.

1 4 U
m(—+AT/> :CT+1+AT:i+AT,

1 es suprayectiva.

Esto es claro porque 7T(N) viene de la curva eliptica E, con subgrupo ciclico fijo (N~ +
ALY, e Yrgny [ Er, (N7 + A;)] = 7To(N) y Uy es suprayectiva.

]

Nota. Decimos que S(I')(C) es un espacio moduli de clases de isomorfismo de curvas elipticas
complejas con datos de N —torsion.

Ahora describimos Sy(N)(C) con clases de isogenias de nicleo ciclico y de orden N. En el caso
de I' = T'y(V), podemos identificar Syo(N)(K) con otro conjunto de clases de equivalencia. Los
objetos son isogenias ¢ : £ — E’ definidas sobre K con nicleo ciclico de orden N; a éstas se les
llama N —isogenias. Al conjunto de estas isogenias lo denotamos por

Isogy(K) = {ap : E — E' | p es una N — isogenia sobre K}
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Un isomorfismo entre dos N —isogenias ¢ : Ey — E] y s : F5 — FEl es una pareja de isomorfismos
Ey = Ey y Ef = E), cada uno definido sobre K, tales que el siguiente diagrama conmuta:

E, —— Es
sml lsoz (4.3.3)

El —— E}

A la clase de isomorfismo de N —isogenias, la denotamos por Isogy(K)/~ y sus elementos por
[p: E— E'].
La funcion

Isogy(K) — So(N)(K) definida por [E —2 E'| = [E, ker ¢] (4.3.4)

es una biyeccién. Claramente estd bien definida por la conmutatividad del diagrama (4.3.3).

Para construir su inverso, recuerde que para todo subgrupo finito C' de F, existe una unica
curva eliptica definida sobre K, denotada por E/C, y una isogenia E — E/C' definida sobre K con
nicleo C (cf. teorema 2.1.8), i.e. una N—isogenia. Esta asignacion sugiere que el inverso de (4.3.4)
es la funcién [F,C| — [E — E/C]. En efecto, la unicidad de la curva E/C garantiza que esta bien
definida y claramente es el inverso de (4.3.4) y por lo tanto es una biyeccién.

Cuando K = C, la clase [E,, (N~ 4 A,)] € So(N)(C) corresponde a la clase [E, —= Ey,] €
Isog, (C) donde la isogenia ¢ es multiplicar por N. En efecto, el niicleo de ¢ consiste de puntos
2+ A, tales que Nz € Ay, es decir Nz = a + bNT para algunas a,b € Z. Como {1,7} es R—base
de C, sabemos que existen \,u € R tales que z = A+ p7 y por lo tanto NA = a y u = b. Esto
quiere decir que

24+ A, = <%+br)+AT:%+ATe<N*1+AT>

y por lo tanto ker ¢ C (N~! 4+ A,). Como claramente N~ + A, € ker ¢, tenemos la otra contencién
y podemos concluir que ker ¢ = (N~!+ A.). Todo esto, junto con la proposicién 4.3.4, nos produce
las siguientes dos biyecciones:

Isog (C) < > So(N)(C) < > Yo(N)

[E. -, Ey;] ¢« [Er, (NTL 4+ A)] «——— 1Th(N) '

De esta manera, tenemos la funcién Yy(N) — Isogy(C) definida por 7T4(N) — [E; — En,|. Si
componemos esto con la funcién [E — E']| — (j(F),j(E')) € A%, obtenemos la siguiente funcién:

Yo(N) — AZ  definida por  7To(N) — (§(E:), j(Ens)) = (4(7), jn (7). (4.3.5)

Observe que la funcién anterior estd bien definida porque j y jy son ['o(/N)—invariantes. Por
definicién, la imagen esta contenida en los ceros del polinomio modular ® 5 visto como un polinomio
en ®y € Q[X,Y]. Mas precisamente, si tomamos Cy C A% como la curva afin definida por la
ecuacion ¢y (X,Y) = 0, los resultados de la seccién anterior nos dicen que la imagen de 7I'y(N) —
(j(7),7n (7)) esta contenida en Cy(C).

Si componemos (4.3.5) con la biyeccién de la proposicion 4.3.4 obtenemos una funcién explicita:

So(N)(C) — Cn(C) definida por [E,C] — (§(E),j(E/C)).
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De hecho como j es invariante bajo isomorfismos, podemos extender esta funcién a & (N)(C), i.e.
tenemos el siguiente diagrama:

N)(C) ——— Yo(N)4 Cn(C)

Sol
Por lo tanto existe una funcién de & (N)(C) a Yy(IV), tal que su composicion con Yy(N) — Cn(C)
de (4.3.5), es (E,C) — (j(E),j(E/C)).

En general para K C Cy para [E, C] € So(N)(K), entonces j(E) € K por definicién de j y por
lo tanto la imagen de So(N)(K) — A% estd contenida en los K —puntos de Cy, es decir tenemos la
funcion

So(N)(K) — Cx(K) definida por (B, C] + (j(B), j(E/C)).

Cuando K D @ es arbitrario obtenemos un resultado mas general. Denotamos por Y;2(N) por

la subvariedad abierta del modelo X2(N) de Xo(N) sobre @, obtenida al quitar las cispides, i.e.

quitar la preimagen de co bajo el morfismo X2(N) — X2(1) -4 P'(Q) definido sobre Q. De esta
manera ya no podemos describir una funcién So(N)(K) — Y 2(N)(K) de manera explicita como
lo hicimos en el caso K = C, pero si podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 4.3.5. Sea K O Q un campo arbitrario. Entonces existe una funcion ¢ : Eg(N)(K) —
YY(N)(K) tal que la composicion con Y2(N)(K) — Cn(K) es (E,C) — (j(E),j(E/C)). Ademds
esta funcion se factoriza a través de una funcion suprayectiva So(N)(K) — Y2(N)(K) que es
biyectiva si K es algebraicamente cerrado.

So(N)(K) ——— Yo' (N)(K) ———— Cn(K)

1B, C] > (J(E), §(E/C))

Esta version del teorema la citamos de [Mil06] que viene probado en el capitulo 16 de [Mill7a].
La prueba usa el método de descenso de Weil que primero aparece en [Wei56] bajo condiciones més
generales para encontrar modelos de curvas sobre subcampos del campo de definicién. El lenguaje
de Weil lo modernizaron Deligne y Rapaport en [DR73], en particular en §IV.

Para los demés subgrupos de congruencia I';(N) y I'(NV) tenemos:

Teorema 4.3.6. Para toda N > 3, existen curvas afines y lisas Y,2(N), Y2(N) y YQ(N) tales
que:

1. S5t K 2 Q, entonces hay una biyeccion

YEN)(K) — S(N)(K),
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y un wsomorfismo de superficies de Riemann:

9(N)
YeW)(©) = | J H/T()

i=1
donde la union es disjunta.
2. 5i K O Q, entonces hay una biyeccion
YH(N)(K) — SiI(N)(K),
y un isomorfismo de superficies de Riemann:

Y2(N)(C) = H/T'y(N).

3. 51 K O Q es algebraicamente cerrado, entonces hay una biyeccion
YoH(N)(K) — So(N)(K),
y un isomorfismo de superficies de Riemann:
Yg*(N)(C) = H/To(N).
La prueba de este teorema requiere teoria de esquemas aplicada a espacios moduli de curvas
elipticas desarrollada por Deligne y Rapaport en [DR73]. En este caso, el teorema es el el teorema

3.7.1 y los corolarios 4.7.1 y 4.7.2 de [KM85] donde Katz y Mazur recopilan los resultados més
importantes de la teoria de espacios moduli de curvas elipticas.



Capitulo 5

Representaciones de (GGalois

5.1. Definiciones preliminares

En esta seccién vamos a fijar la siguiente notaciéon: ¢ y p siempre son nimeros primos, Gg =
Gal(Q/Q) es el grupo de Galois absoluto de Q (muchos resultados de esta seccién se pueden
generalizar a cualquier grupo de Galois G jx = Gal(L/K)) que, con la topologia de Krull [Neu99,
capitulo IV, §1], es un grupo topoldgico compacto y Hausdorff, de hecho:

Gg = lim Gal(K/Q)

donde K corre sobre todas las extensiones de Galois de Q. En particular Gg es un grupo profinito
y admite una base local del 1 € Gg de subgrupos normales abiertos de la forma Gal(Q/K) (donde
K/Q es finita y de Galois).

Definicién 5.1.1. Sea A un anillo topoldgico. Una representacion de Galois es un homomorfismo
p: Gg — GL,(A) de grupos topoldgicos. Decimos que dos representaciones de Galois p y p’ son
isomorfas, denotado por p = g/, si existe una matriz M € GL,(A) tal que p(c) = Mp/'(e)M~! para
toda o € Gg. Decimos que p es impar si det p(c) = —1 donde ¢ € G es la conjugacion compleja.

Nota. Como Gg es compacto, p satisface muchas de las propiedades de las representaciones de
grupos finitos como el lema de Schur [Ser77a, parte I, §4].

Nosotros vamos a estar interesados en tres casos de representaciones de Galois:

1. A es una extension de campos finita sobre ;. Recuerde que todo campo de esta forma
se obtiene al completar un campo numérico K/Q con respecto de un valor absoluto | - |
que esta candnicamente asociado a un ideal primo A C Og sobre £. Esta completacion,
denotada por K, también se puede obtener como el campo de cocientes del limite inverso

Ok = @n Ok /", donde O es el anillo de enteros de K.

2. Aesun anillo de coeficientes. Un anillo de coeficientes es un anillo local completo noetheriano
con campo residual £ finito. A es naturalmente un anillo topolégico con la topologia m-adica
donde m es el ideal maximal de A. Una base para esta topologia es la familia de abiertos
{a+m" | a € AN > 0}. Ademas, como A es completo, tenemos que A = lim A/m". De
esta manera, la topologia m-adica de A induce una topologia profinita en GL,(A) dada por el
isomorfismo GL,,(A) = lim GL,,(A/ m®). En este caso, A casi siempre va a ser la completacién
de una extensién finita de Q, con respecto de un ideal primo sobre ¢, o su anillo de enteros.
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3. A es una extensién finita de F,. En este caso, a Ay a GL,(A) les damos la topologia discreta.

El caso cuando A = K es una extension finita de Qy, la representacién p : Gg — GL,(K)
es isomorfa a una representaciéon cuya imagen cae dentro de GL,(Ok) donde Ok es el anillo de
enteros de K. Mas precisamente tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 5.1.2. Sea K una extension finita de Q, con anillo de enteros Ok yp : Gg — GLy(K)
una representacion de Galois. Si denotamos a la inclusion GL,(Ok) < GL,(K) por i, entonces
existe una representacion de Galois p' : Gg — GL,(Ok) tal que p =iop'.

Demostracion. Esto se sigue esencialmente de que p(Gg) es compacto en GL,(K) que podemos
conjugar para que esté contenido en el compacto GL,(Of). Como Ok es un dominio de ideales
principales, el rango de la imagen es la adecuada. Véase la proposicién 9.3.5 de [DS05] para mas
detalles. O]

En otras palabras, siempre que tengamos una representacion de Galois p : Gg — GL,(K),
podemos asumir (mddulo isomorfismo) que la imagen de p esta contenida en GL,(Ok).

En este trabajo vamos a trabajar con tres propiedades que pueden o no cumplir las represen-
taciones de Galois: la irreducibilidad, la ramificacion en primos y la modularidad. El propdésito de
esta seccién es discutir estas propiedades. Empezamos con la mas sencilla.

Definicién 5.1.3. Sea p : Gg — GL,(K) una representacién de Galois donde K es un campo
finito o una extension finita de Q. Decimos que p es irreducible si el K—espacio vectorial K"
tiene exactamente dos subespacios Gg—invariantes: 0 y K". Ademés decimos que es absolutamente
irreducible si para toda extensién finita K’ de K, la representacién p' : Gg — GL,(K') definida

por la composicién Gg —+ GL,(K) < GL,(K’) es irreducible.

Como veremos mas adelante (c.f. la proposicién 5.1.9), la irreducibilidad y la irreducibilidad
absoluta coinciden en dimension 2 y caracteristica diferente de 2 junto con una hipétesis adicional
sobre el determinante de la representacion, pero las representaciones que aparecen en este trabajo
cumplen esa condicién. Esta equivalencia se usara en la seccion 6.2.

Las segunda propiedad esencial de las representaciones de Galois que estudiaremos es la rami-
ficacién, pero para poder discutirla necesitamos estudiar la estructura Gg con mas cuidado. Como
G es profinito, primero estudiamos los grupos de Galois de extensiones finitas.

Para cualquier extension finita de Galois K/Q con anillo de enteros O, si P C Ok es un ideal
primo sobre p (i.e. P NZ = pZ) entonces el grupo de descomposicion de B | p se define como

Dy = {0 € Gal(K/Q) [ o(B) = B}

Hay un epimorfismo natural D,y — Gal(Ox /9 | F,,) definido por o — (z + P — o(z) + P). El
ntcleo de este morfismo, denotado por I, ¢, es el grupo de inercia. Entonces tenemos el isomorfismo:

% =~ Gal(Ok /B | Fp). (5.1.1)

PP

El grupo de Galois Gal(Og /B | F,) es generado por el automorfismo de Frobenius definido por
z — 2P. A cualquier preimagen o € D,q de ¢, bajo D,y — Gal(Og /P | F,) se le llama un
elemento de Frobenius sobre p. Entonces o estd bien definida médulo el grupo de inercia 1, g.
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En el caso de la extension Q/Q, si p C Z es un ideal maximal de la cerradura entera de Z en
Q, entonces definimos el grupo de descomposicion de p como:

Dy :={o € Gq|o(p) =p}

Este grupo de descomposicion es el limite inverso de los grupos de descomposicion de las subexten-
siones finitas de Galois, es decir

Dy 2 lm Dyroy e (0 CZ)
K

donde K C Q corre sobre todas las subextensiones finitas de Galois v Ok es el anillo de enteros
de K, ademds p es el nimero primo que cumple p N Z = pZ. En efecto, el isomorfismo estéd
dado por ¢ — {o|k}x donde estamos identificando a Jm Dyno,e p como subconjunto del producto
[1x Gal(K | Q). _ _

Ahora, como p NZ = pZ, entonces la inclusion Z — Z induce la inclusion Z/pZ — 7Z/p. Por lo
tanto Z/p es una extensién (de campos) de F, = Z/pZ. De hecho es la cerradura algebraica de F,
porque cualquier elemento o + p € Z/p satisface un polinomio ménico con coeficientes en F, que
es la reduccién médulo p del polinomio ménico que satisface o € Z y porque cualquier extension
algebraica propia de 7Z/p induciria una extensién entera de Z en Q y esto no puede suceder porque
7Z es la cerradura entera de Z en Q. Por lo tanto tenemos un isomorfismo Z /p = IFP y gracias a esto
identificamos Z/p con IF Por lo tanto obtenemos un epimorfismo Z —» IF con ntcleo p.

De esta manera, cualqmer o € D, induce un homomorfismo ¢ definido por el siguiente diagrama
conmutativo:

Maés precisamente hay un homomorfismo D, — Gp, definido por ¢ +— & donde &(a+p) = o(a) +p.

El nicleo de D, — G, se llama el grupo de inercia de p y se denota por I,. Andlogamente al
caso de D,, el grupo de inercia de p es el limite inverso de los grupos de inercia Iynp, , donde K
corre sobre todas las subextensiones finitas de Galois, i.e.

Iy Z lim Lynog p (pCZ)
K

donde Ok es el anillo de enteros de K.

Recuerde que Gy, = 2, la completacién profinita? de Z (c.f. [Neu99, capitulo IV, §2, ejemplo
5]). Entonces el automorfismo de Frobenius ¢, : F, — F, definido por ¢,(x) = 2P corresponde al
clemento 1 € Z y el subgrupo generado por ¢, corresponde al subgrupo denso Z C 7. A cualquier
preimagen de ¢, en D, bajo el homomorfismo D, — G, se le llama un elemento de Frobenius
absoluto sobre p.

Con todo esto podemos definir la ramificacién:

2Formalmente Z se define como el limite inverso Z = l&nn (Z/nZ) donde el sistema proyectivo se define con el
orden de divisibilidad, mds precisamente, cuando n | m entonces usamos la proyeccién médulo n y asf la familia de
morfismos {Z/mZ — Z/nZ},)m, forma un sistema proyectivo; su limite inverso es Z.
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Definicién 5.1.4. Sea p : Gg — GL,(A) una representacion de Galois. Entonces p es no-ramificada
en p si cumple I, C kerp para algin (y por lo tanto todo, ver la siguiente nota) ideal maximal
p C Z sobre p. En general decimos que p es no-ramificada casi donde sea si p es no-ramificado para
todo primo p salvo posiblemente un conjunto finito de niimeros primos.

Nota. Si elegimos otro ideal primo p’ sobre p, entonces existe un o € Gg tal que o(p) = p’ (esto
es porque G actia transitivamente sobre el conjunto de ideales primos sobre p). De esta manera
0Dy0™ ' = Doy = Dy y en particular los grupos de inercia, I, y I,, son conjugados. Por lo tanto,
como ker p es un subgrupo normal, I, C ker p si y solamente si I,y C ker p. Es decir la definicién
anterior no depende del ideal primo p sobre p.

Nota. Si p : Gg — GL,(C) es una representacién compleja, entonces se factoriza a través de
una representacién p’ : Gal(K,/Q) — GL,(C) donde K, es una extensién finita igual al campo
fijo de ker p C Gg. Esto se sigue de que cualquier representacién o : G — GLo(C) tiene imagen
finita cuando G es compacto, en efecto la representacion inducida ¢ : G/ kero — GL,(C) es un
homeomorfismo a su imagen o(G). Pero éste es compacto en GL,(C), por lo tanto es de Lie.
Por lo tanto o(G) es totalmente disconexo y de Lie y concluimos que G/ kero = o(G) es finito.
Como cualquier representacién p : Gg — GL,,(C) tiene imagen finita, p es no-ramificado en p siy
solamente si K, es no ramificada en p.!

Ejemplo 5.1.5. Sea x : (Z/NZ)* — C* un caracter de Dirichlet primitivo. Sabemos que
Gal(Q(un)|Q) = (Z/NZ)

y es la imagen de la proyeccion 7 : Gg — Gal(Q(u,) | Q) definida por la restriccion o — o|g(uy)-
Juntamos estos comentarios en el siguiente diagrama:

Go ——— Gal(Q(uy) | Q) — (Z/NZ)* —— C

Por lo tanto obtenemos una representacién p, asociada a x. Afirmamos que p, es no-ramificada
cuando p { N. En efecto, ker p, = kerm y asi su campo fijo es Q(uy) donde la ramificacién de
primos es bien conocido: p es no-ramificado cuando p { N.

Ahora estudiemos mas a fondo qué sucede cuando p es no-ramificada en un primo p. En este
caso se elige un ideal primo p C Z sobre p y un elemento de Frobenius absoluto o € D, C Gg.
Resulta que el valor p(o) es independiente de la eleccién de o. En efecto, si ¢’ es otro elemento
de Frobenius absoluto entonces ¢’ = o7 para alguna 7 € I, y asi p(¢') = p(o1) = p(o) ya que
I, C ker p por hipétesis.

Ahora, si elegimos otro ideal maximal p’ sobre p, entonces 7D,7! = D, para alguna 7 € Gg
y asi cualquier elemento de Frobenius absoluto o/ € D, es de la forma 707! donde o € D, es
un elemento de Frobenius absoluto. Por lo tanto cambiar de ideal maximal sobre p conjuga al
elemento de Frobenius absoluto. Esto quiere decir que el valor p(o) cambia por conjugacién (por
p(T) en este caso). Por lo tanto la clase de conjugacién [o] = {ro7™! | 7 € Gg} de un elemento
de Frobenius absoluto no depende de la elecciéon de p, solamente de p. Este hecho nos sugiere la
siguiente definicion:

1Una extensiéon K,/Q es no ramificada en p si la factorizacién del ideal pO, del anillo de enteros de K, es un
producto lineal de ideales primos distintos.
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Definicién 5.1.6. Sea p un numero primo y sea 0 € D, C Gg un elemento de Frobenius absoluto
para algin ideal maximal p C Z sobre p. La clase de conjugacién (o] C Gg se llama la clase de
conjugacion de Frobenius sobre p y se denota por Frob,.

Recuerde que el polinomio caracteristico de la matriz p(o) (para alguna o € Frob,) es invariante
bajo conjugacion. Por lo tanto el polinomio caracteristico

det(p(Frob,) — T'1d) := det(p(c) — Tld) para alguna o € Frob,

estd bien definido y lo denotamos por f,,. Similarmente la traza trp(Frob,) estd bien definida.

Los primeros ejemplos de representaciones de Galois son los caracteres ciclotémicos y sus pro-
piedades de ramificaciéon son sencillas.

El grupo de Galois G actiia sobre uy C Q de manera natural, entonces hay un homomorfismo
de grupos Gg — Aut(uy). Recuerde que Aut(uy) = (Z/NZ)*, bajo el isomorfismo f — n donde
n es el entero que cumple f(¢) = ™ para alguna raiz primitiva de la unidad ¢ € py (observe que
este isomorfismo no es candnico). Por lo tanto obtenemos una representacién

X~ : Go — GL1(Z/NZ) = (Z/NZ)*,
que llamamos el caracter ciclotomico modulo N. Esta representacion cumple:

Proposicién 5.1.7. El caracter ciclotomico modulo N cumple y es caracterizado por las siguientes
dos propiedades

1) Xn es no-ramificada en todo primo qt N.

11) Xn(Frob,) =¢ (mod N) para toda g1 N.
Demostracion. c.f. [KKS11, §5.2 proposicién 5.12 y §8.1 teorema 8.7] ]

Ahora, si fijamos un nimero primo ¢, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

(@/e12)
Xent1 l méd £n
Go — (Z/02)

Entonces podemos pasar al limite inverso. Sabemos que l'mn(Z/ ("Z7)* = Zj, entonces si denota-
mos por Y, al morfismo inducido por la propiedad universal del limite inverso, obtenemos una

representacion
Xe - GQ — Zz

La representacion y, se llama el caracter ciclotomico (-ddico. Similarmente a Y, la representacién
X¢ cumple:

Proposicién 5.1.8. Para todo primo ¢, el caracter ciclotomico x, cumple, y es caracterizado por,
las siguientes propiedades:

1) x¢ es no-ramificada para todo primo q distinto de (.
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11) x¢(Frob,) = q cuando q # .

Demostracion. Las propiedades de Y de la proposicion 5.1.7 se preservan al pasar al limite inverso.
m

Nota. En general los caracteres ciclotémicos los vamos a usar para imponer condiciones sobre el
determinante de las representaciones de Galois. Mas precisamente vamos a pedir, o demostrar, que
el determinante de una representacién p : Gg — GL,,(A), definido por la composicién

det p: Gg — GL,(A) 2% A*

sea igual a algin caracter ciclotémico. Pero inmediatamente vemos que A no necesariamente es
(Z/NZ)* o Z}, entonces las igualdades det p = xn o det p = x, no estan bien definidas. Por suerte
hay una manera natural de corregir esta discrepancia.

Cuando A es una extensién finita de @, (resp. su anillo de enteros), tenemos Z, C Q (resp.
Zy C A) asi tenemos una inclusién natural Z; < A*. Por lo tanto si componemos X, con esta
inclusion obtenemos la representacion y, : Gg — A* que denotamos con el mismo simbolo. De
esta manera la igualdad det p = x, tiene sentido. De manera similar, si A es una extensién finita
de F,, componemos el caracter ciclotémico Y, con la inclusiéon F} < A* para obtener el caracter
Xp : Gg = A" que si se puede comparar con det p.

En palabras, cuando decimos que det p es igual a un caracter ciclotémico, estamos componiendo
el caracter ciclotémico con una inclusion adecuada para que la igualdad tenga sentido.

Con estas consideraciones sobre los caracteres ciclotémicos, estamos en posiciéon para enunciar
y probar la equivalencia de la irreducibilidad y la irreducibilidad absoluta de las representaciones
de Galois de dimension 2:

Proposicién 5.1.9. Sea p : Gg — GL2(K) una representacion de Galois con K una extension
finita de ¥y (resp. Qg) donde € # 2. Si p es irreducible y det p = x, (resp. det p = x¢) entonces p
es absolutamente irreducible.

Demostracion. Sea ¢ € Gg la conjugacion compleja. Claramente p(c)? = Id y asi sus valores
propios satisfacen la ecuacién 7?2 — 1 = 0. Como £ # 2, los dos valores propios 1 y —1 son distintos
y det(c) = —1.

Ahora supongamos que p no es absolutamente irreducible. Entonces existe una extensién finita
L de K tal que la composicién Gg —+ GLy(K) < GLy(L) no es irreducible. Como estamos en
dimensién 2, esto significa que existe un subespacio V' C L? de dimensién 1 que es Gg—invariante.
Gracias a la dimensién de V, éste tiene que ser un eigenespacio de p(¢) porque no hay ningin otro
subespacio de dimensién 1 que sea estable bajo la accién de p(c).

Ahora, p(c) esta definido sobre K, i.e. las entradas de p(c) son elementos de K. De esta manera,
un generador de V', cuyas coordenadas estan en L, tiene un multiplo cuyas coordenadas estan en K.
Por lo tanto induce el subespacio VN K? C K? de dimensién 1 que es Gg—estable. Esto contradice
la irreducibilidad de p. Por lo tanto concluimos que p es absolutamente irreducible. O]

Ahora repasamos las condiciones sobre las representaciones pg, y pg andlogas a la semiesta-
bilidad de E. Las definiciones precisas y técnicas no se usan en este trabajo, entonces nos referimos
a [Tat97] o [Sha86| para los detalles técnicos de la teorfa de esquemas de grupos. Realmente lo tinico
que necesitamos es la relacién entre la semiestabilidad de curvas elipticas y la semiestabilidad de
sus representaciones asociadas (cf. el teorema 5.1.13).
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Definicién 5.1.10. Sea p : Gg — GLy(F,) una representacién de Galois médulo ¢, donde g = ¢/.
Entonces:

1. Sea X un esquema sobre Z, finito plano de grupos. Entonces X (Q) es un Gg—médulo de

modo natural. Si existe X tal que X(Q) = F, x F, como Gg—mddulos (donde F, x F, es un
Gg—moédulo mediante la accién de p), entonces decimos que p es buena en p.

2. p es ordinaria en p si existen una matriz Q € GLy(F,) y una funcién f : I — I} tal que
o = (X V) et

donde x es la restriccién del caracter Gg N [} < I} al grupo de inercia.
Definicién 5.1.11. Sea p : Gg — GL2(R) una representacién de Galois (-ddica. Entonces:

1. p es buena en p si para cada natural n > 0 existe un esquema X,, sobre Z, finito plano de

grupos tal que X (Q) = (R/m") x (R/m").

2. p es ordinaria en p si existe una matriz @ € GLy(R) y una funcién f : I, — R* tal que
o = (X ) et

donde  es la restriccién del caracter Go —= Z; — R* al grupo de inercia.
Resumimos estas definiciones con:
Definicién 5.1.12. Sea p : Gg — GL2(A) una representacion de Galois (donde A es F, o un anillo
de coeficientes). Entonces decimos que p es semiestable en p si p es buena u ordinaria en p. En

general decimos que p es semiestable si es no-ramificada casi donde sea y semiestable en los primos
donde ramifica.

La importancia de estas definiciones para el estudio de las representaciones de Galois asociadas
a curvas elipticas se resume en el siguiente teorema:

Teorema 5.1.13. Sea E una curva eliptica sobre Q y pps su representacion (-ddica asociada.
Entonces:

1. E tiene buena reduccion modulo p <= pgy es buena en p.
2. I es semiestable en p <= pg, es semiestable en p.

Demostracion. Véase la proposicién 3.46 de §3.7 de [Sail3al. ]
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5.2. Representaciones asociadas a curvas elipticas

Sea E una curva eliptica sobre Q y E[N] C E(Q) sus puntos de orden N. Observe que el grupo
de Galois absoluto Gg actia sobre E(Q) y en particular actiia sobre E[N]. Esta accién estd bien
definida porque la accién de Gg conmuta con la suma de E. En efecto, si P y () son dos puntos
de E, entonces las coordenadas de P + () son funciones racionales en las coordenadas de P y

Q [Sil09, §I11.2, Group Law Algorithm]. Por lo tanto, como el neutro tiene coordenadas racionales,
O=0°=([N]P)’=(P+---+P) =P +---4+ P =[N|P°

y asi P7 € E[N] siempre que P € E[N]. De esta manera cada ¢ induce un automorfismo de
E[N], es decir, tenemos una representaciéon Gg — Aut(E[N]). Por otro lado, sabemos que E[N] =
(Z/NZ)x (Z/NZ) (c.t. la proposicién 2.1.13 de la seccién 2.1), entonces Aut(E[N]) es simplemente

GL2(Z/NZ). Asi definimos:

Definicién 5.2.1. La representacion de Galois de los puntos de N-torsién de una curva eliptica
E/Q se denota por
ﬁE,N . GQ — GLQ(Z/NZ)

Cuando N = p es primo, podemos determinar la ramificaciéon de pg, en los primos donde F
tiene buena reduccion y calcular su polinomio caracteristico.

Proposicién 5.2.2. Sea p un primo y sea E una curva eliptica sobre () con buena reduccion en
un primo q distinto de p. Entonces,

1) pEp es no-ramificada en q y en particular, pg, es no-ramificada casi donde sea.
11) El polinomio caracteristico de pg, cumple
det(pp ,(Frob,) — TId) = q — a,(E)T +T* (mod p),
donde a,(E) =q+1—#E(F,) (compare con el teorema 2.5.1).

Demostracion. Véase la proposicién 3.15 de §3.3 de [Sail3al. O

Como en el caso del caracter ciclotomico médulo N, podemos pasar al limite inverso. Mas
precisamente, si fijamos un primo ¢ y tomamos n > 1 arbitrario, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

GLy(Z/0"'Z) —— Aut(E[(™+1])

P, m+t l o £ ; (5.2.1)
*
Go —— GLy(Z/0"Z) ——— Aut(E[("))

Por lo tanto, como en el caso del caracter ciclotomico ¢-adico, existe naturalmente una representa-

cién de Gg en @GLQ(Z/K”Z) = T&nAut(E[ﬁ"]) = Aut(7Ty(F)), es decir, tenemos:

Definicién 5.2.3. Sea F una curva eliptica sobre QQ, entonces la representacion de Galois (-ddica
asociada a F, es la representacion

pie: Gg — GLo(Zy) = Aut(Ty(E))
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Nota. La representacién pgy asociada a los puntos de {—torsién de E se puede recuperar de la re-
presentacién {—adica pg . Mas precisamente, la conmutatividad del diagrama (5.2.1) y la definicién
del limite inverso nos implican que

GL2(Zy)
PE. l méd £ (5.2.2)

conmuta.

Esta representacion cumple casi las mismas propiedades que pg ,,. La siguiente proposicién sobre
’p
pE, se obtiene esencialmente aplicando el limite inverso a la proposicién 5.2.2.

Proposicion 5.2.4. Sea ¢ un primo fijo y sea E una curva eliptica sobre Q. Entonces

1) pee es no-ramificada en q para todo primo distinto de ¢ donde E tenga buena reduccion. En
particular, pgy es no-ramificada casi donde sea.

11) El polinomio caracteristico de pg g es

det(pp ¢(Frob,) — TId) = ¢ — a,(E)T + T (Vg #10).

Del polinomio caracteristico de pg ¢(Frob,) podemos leer el determinante y la traza de pg ¢(Frob,).

En particular, el caracter det pg, : Gg — Z; obtenido de la composicién Gg — GLa(Zy) ety Zy,

cumple que det pg ¢(Frob,) = ¢ para toda ¢ distinta de ¢; cumple la mitad de las propiedades que
caracterizan al caracter ciclotémico ¢-adico. Por otro lado, como toda curva eliptica sobre QQ sola-
mente tiene una cantidad finita de primos donde hay reduccién mala, entonces pg s es no-ramificada
casi donde sea. Entonces, como consecuencia de las proposiciones 5.1.7, 5.1.8, 5.2.2 y 5.2.4, tenemos
el siguiente corolario:

Corolario 5.2.5. Sea E una curva eliptica sobre Q y sean p y £ primos fijos. Entonces:
1. det prp = Xp Y trpep(Frob,) = a,(E) (mod p) para todo primo q distinto de p.
2. det pgs = x¢ y trpe(Frob,) = a,(E) para todo primo q distinto de p.
Si juntamos esto con la proposicion 5.1.9, tenemos el siguiente resultado

Corolario 5.2.6. Sea E una curva eliptica sobre Q. Entonces para todo primo p > 3, tenemos que
Pep es wrreducible <= ppy es absolutamente wrreducible.

Para terminar esta seccién enunciamos un teorema importante debido a Serre y algunas conse-
cuencias de este teorema.

Teorema 5.2.7. (Serre) Sea E una curva eliptica sobre Q, entonces la representacion pg, asociada
a sus puntos de p—torsion cumple un de las siguientes dos propiedades:

1. ppp: Gg — GLa(F),) es suprayectiva,



92 CAPITULO 5. REPRESENTACIONES DE GALOIS

2. pgp es reducible.

Demostracion. Cuando p > 7, el teorema se sigue de la proposicién 21 (§4.5) de [Ser72] y cuando
p = 3,5, la prueba aparece en la proposicién 3.1 de [Ser96]. O

Corolario 5.2.8. Sea E/Q una curva eliptica. En el caso p = 3, tenemos que
pE3 es irreducible == ﬁE73|GQ<\/j3) es absolutamente irreducible,
En el caso p =5, tenemos que

PEs es irreducible = ﬁEﬁlG@Wﬁ) es absolutamente irreducible,

5.3. La modularidad de representaciones de Galois

En esta seccion estudiamos las representaciones de Galois que surgen de las formas modula-
res. Gracias al trabajo de Eichler y Shimura, cada forma primitiva de peso 2 tiene asociada una
representacion de Galois. Para describir este resultado, introducimos un poco de notacion.

Como en la seccién 3.4, denotamos por Sy(I'g(NV)) al espacio de formas cuspidales de peso 2 y
nivel N. También denotamos por S5 (I'g(IN)) al subespacio de formas primitivas (cf. la definicién
3.4.15). Recuerde que el campo numérico de f, denotado por K, es la extensién finita de QQ generada
por los valores propios de f bajo los operadores de Hecke (c.f. la proposicién 3.4.17). Denotamos
por Oy al anillo de enteros de K.

Todo ideal primo A C Oy tiene asociada una valuacién no arquimediana discreta vy : K} — Z.
La completacién de K con respecto de esta valuacion la denotamos por Ky . Recuerde que vy se
extiende de manera tnica a una valuacién no arquimediana de Ky, (denotamos igual por vy) y
que, como Ky es un campo numérico, Ky es una extension finita de Q; donde ¢ es el primo que
cumple (Z = (N Z,ie. X\ | L.

Teorema 5.3.1. (Eichler-Shimura) Sea ¢ un nimero primo. Para toda forma primitiva f €
S5 (To(N)) y para todo ideal primo X C Oy sobre £, existe una representacion de Galois

PrA - GQ — GLQ(K‘}“,)\)
que satisface las siguientes propiedades:
1) pra es no-ramificada en q para todo primo q 1 NL.

11) det py = x¢ €l caracter ciclotomico (—ddico (esta igualdad se justifica en la nota después de
la proposicion 5.1.8).

111) tr(psa(Froby,)) = a,(f) para todo primo q 1 NL.
Demostracion. Esto es el teorema 9.5.4 en §9.5 de [DS05], o véase §7.6 de [Shi94]. O

Nota. Cuando el contexto no requiere del ideal primo A C Oy, vamos a denotar la representacion
como py en lugar de py . Esto es sensato porque A depende de f.
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Este teorema tiene una generalizacién a otros pesos distintos de 2 (c.f. el teorema 9.6.5 de
[DS05]). El teorema anterior para pesos mayores que 2 es debido a Deligne [Del71] y para peso 1
es debido a Deligne y Serre [DS74]. Aunque en este trabajo solamente nos enfocaremos en peso 2
para definir modularidad, el articulo de Deligne y Serre volvera a aparecer en la seccion 6.2 para
la prueba de la modularidad de pg 3.

Las representaciones de Galois asociadas a formas primitivas nos determinan una clase muy
importante de representaciones. Para definirla, necesitamos separar en casos segun qué anillo to-
polégico A tomamos:

Definicién 5.3.2. Sea ¢ un primo y sea A = K una extension finita de Q. Sea p : Gg — GLy(K)
una representacion de Galois no-ramificada casi donde sea. Decimos que p es modular si existe una
forma primitiva f € S5V (I'o(N)) y un ideal primo A C Oy sobre { tales que Ky — Ky p = ps.a

(donde estamos identificando pyy con la composicién Gg PN GLy(K ) — GLo(K)).

Esta definicién es dificil de aplicar, entonces queremos una condicién suficiente para modularidad
que sea mas practica de verificar. Primero enunciamos una condicién suficiente para determinar
cuando dos representaciones son isomorfas y luego la aplicamos a las representaciones pg, que
vimos en la secciéon anterior.

Proposicién 5.3.3. Sea K una extension finita de Qq y p, p' : Gg — GL,,(K) dos representaciones
de Galois que son no-ramificadas casi donde sea. Entonces:

p es irreducible y tr p(Frob,) = tr p’(Frob,) para casi todo primoq =— p=p.
Demostracion. Esto es la proposicién 3.4 de §3,1 en [Sail3b]. O

Corolario 5.3.4. Sea E una curva eliptica sobre Q tal que pgy : Go — GLa(Zy) — GLa(Qy) es
irreducible para algin primo { # 2 (donde E necesariamente tiene buena reduccion). Si existe una
forma primitiva f € S3V(Lo(N)) tal que a,(f) = a4(E) para casi todo primo q, entonces pg, es
modular.

Demostracion. Por la proposicién 5.2.4 y el Teorema 5.3.1, las representaciones pg ¢y pyr¢ son no-
ramificadas casi donde sea (esto es independiente del ideal primo A C Oy). Si componemos pg con
la inclusién i : GLy(Zy) — GLa(K), esta nueva representacién sigue siendo no-ramificada casi
donde sea porque ker pg, C ker(i o pgy). Ademds sigue siendo irreducible porque la proposicién
5.1.9 nos dice que pg es absolutamente irreducible.

Por lo tanto, para aplicar la proposicién anterior a pg, y py, solamente nos falta verificar que
tr pgo(Frob,) = tr pse(Frob,) para casi todo primo ¢, pero esto es inmediato de las férmulas para
tr ppo(Frob,) y de tr py(Frob,) que aparecen en el corolario 5.2.5 y el teorema 5.3.1 respectivamen-
te. Con esto aplicamos la proposicién 5.3.3 para concluir que pg s = pr¢ y que pgy es modular. [

Para definir modularidad para representaciones sobre extensiones finitas de IF,, retomamos la
representacion de Galois p : Gg — GL,(A), donde A es una extensién finita de Q,. Bajo estas
condiciones, p se factoriza a través de la inclusion GL,(O4) — GL,(A) donde O4 es el anillo de
enteros de A; esto es exactamente la proposicion 5.1.2. Mdas precisamente, existe una representacién
de Galois p' : Gg — GL,(O4) tal que p es isomorfa a la composicién

Go —2 GL,(O4) —— GL4(A).
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Por lo tanto, en el caso A = K, para alguna forma primitiva f € SyV(I'((N)) y un ideal
primo A C Oy sobre ¢, cada representaciéon de Galois p : Gg — GL,(K)) tiene asociada una
representacion p' : Gg — GL,(Oy,) donde Oy es el anillo de enteros de K. Definimos la
representacion pry 1 Gg — GL,(Oyx/my) obtenida por la composicién de p' con la proyeccién
moédulo my, = MOy, el ideal maximal del anillo local Oy . El cociente Oy \/my \ es una extensién
finita de Fy y lo denotamos por ki ».

Resumimos estos dos parrafos con el siguiente diagrama conmutativo:

PN I (5.3.1)

Por lo tanto la asignacién ps\ — pya asocia a cada representacion ps : Gg — GLa(Ky ) una
representacion pyy : Gg — GLa(ky)) donde ky ) es una extensién finita de Fy.
Ahora definimos la modularidad de representaciones de Galois sobre F,.

Definicién 5.3.5. Sea K una extension finita de un F,. Una representacién de Galois p : Gg —
GLy(K) es modular si existe una forma primitiva f € S5 (I'¢(/N)) y un ideal primo A C Oy
sobre ¢ tales que k) — K y que p = ps, (donde estamos identificando pr,\ con la composicién

Go 23 GLy(ksa) = GLy(K)).

Nota. Si F es una extensién finita de F,, entonces F' C F,. Asi podemos extender la definicién
anterior a la representacién p : Gg — GLy(F') simplemente considerando la composicién Gg SN
GLy(F) — GLy(F,). Por otro lado, si tenemos una representacién p : Gg — GLy(F,), la imagen
de p es finita por ser un subconjunto compacto del espacio discreto Fy (ya que Gg es compacto y
p es continua). Por lo tanto la imagen de p estd contenida en GLy(F') para alguna extension finita
F de Fy, es decir, p se factoriza a través de la inclusién GLo(F) < GLy(F,). En conclusién, una
representacién p : Gg — GLy(F,) induce una representacién p : Gg — GLy(F) donde [F : F/] < oo
y viceversa. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos cambiar K por F, en la definicién
anterior.

En el caso de representaciones de Galois asociadas a los puntos de torsiéon de una curva eliptica,

las dos definiciones de modularidad se relacionan de la siguiente manera:

Proposicién 5.3.6. Sea E/Q una curva eliptica y p un primo fijo. Sean pg, : Gog — GL2(Q,) y
pep : Go — GLo(F,) sus representaciones de Galois asociadas. Entonces

pEp €s modular = pgp, es modular.

Demostracion. Por definicién existe f € SyV(I'g(/N)) y un ideal primo A C Oy sobre p tal que
Ky = Qp v pep = pra. Por definicién de K, necesariamente tenemos que Ky = Q y A = pZ.
Por otro lado, podemos asumir que la imagen de py ) estd contenida en GLy(Z,), entonces existe
una matriz M € GLy(Z,) tal que

pE’,p(S) = Mpf,)\(S)Mil, Vs € GQ (532)
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Observe que podemos multiplicar M por una constante sin alterar la igualdad, entonces podemos
asumir sin pérdida de generalidad que det M ¢ pZ,. También podemos asumir sin pérdida de
generalidad que la imagen de py\ esta contenida en GLy(Z,).

Si componemos ambos lados de (5.3.2) con el morfismo GLy(Z,) — GL2(Z/pZ) de reduccién
modulo A\ = pZ, obtenemos

_ |
pE7p(8) = Mpf)\M , Vs € GQ,

gracias a los diagramas (5.2.2) y (5.3.1). Como M € GLy(Z/pZ) por construccién, concluimos que
PEp = pra y por lo tanto pg, es modular. O

La implicacién inversa de esta tltima proposicién, i.e. que la modularidad de pg, implica la
modularidad de pg p, es el paso crucial para la prueba del teorema de modularidad de Wiles.

Como con la definicion 5.3.2, la definicion de modularidad de representaciones sobre campos
finitos no es practica, pero también tenemos un resultado andlogo al corolario 5.3.4 para establecer
una condicién suficiente para la modularidad de una representacién p : Gg — GLy(Fy).

Proposicién 5.3.7. Sea E una curva eliptica sobre Q tal que su representacion de Galois pg,
asociada a sus puntos de p—torsion es irreducible. Si existe una forma primitiva f € S3¥(I'o(N))
y un ideal primo P C Oy sobre p tales que

a,(E) = a,(f) (mod P)
para casi todo primo q, entonces pg, es modular.

Nota. La prueba de la proposicién anterior es muy similar a la prueba del corolario 5.3.4 pero se
basa en una version distinta de la proposicién 5.3.3. Esa versién viene en la misma proposicion
de [Sail3a] citada en la prueba y de hecho no requiere la hipétesis sobre la ramificaciéon como lo
pide la proposicion 5.3.3.

La modularidad de una curva eliptica esta codificada en la modularidad de las representaciones
(-adicas asociadas a la curva:

Teorema 5.3.8. Sea E/Q una curva eliptica. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

1. E es modular.
2. prs es modular para todo primo £.
3. Existe un primo { tal que ppy es modular.

Demostracion. Véase la proposiciéon 3.23 de §3.4 de [Sail3a] O]

Este teorema es un paso importante en la prueba de el teorema de modularidad para curvas
modulares semiestables porque traduce la modularidad de curvas elipticas a la modularidad de
representaciones de Galois.
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5.4. Deformaciones de Galois

Recuerde la notacién al principio de la seccién 5.1: A es un anillo de coeficientes, i.e. A =
(A, m, k) es un anillo local, completo y noetheriano con ideal maximal m y campo residual & finito;
denotamos por O a su anillo de enteros. Como A es completo, el isomorfismo A = lim A/m"
induce el isomorfismo GL,,(A) = l'glGLn(A/mN ) y por lo tanto GL,,(A) es un grupo profinito. Si
p: Gg — GL,(A) es una representacién, podemos asumir que la imagen de p estd contenida en
GL,(O) (cf. la proposicién 5.1.2).

En la seccién pasada vimos cémo la representacién {—adica pg se reduce moédulo ¢ a la repre-
sentacion pg sobre los puntos de /—torsién de una curva eliptica E/Q (cf. el diagrama 5.2.2). Esto
es un ejemplo particular de un fenémeno general:

Definicién 5.4.1. Sea p : Gg — GL,(A) una representaciéon de Galois, entonces la representacion
residual de p se define como la composicion:

p: Gy —2— GL,(0) —29™ 5 GL, (k).

Ejemplo 5.4.2. Si E/Q es una curva eliptica y p es un primo, entonces pg, es la representacién
residual de pg .

Hay una construccion inversa a la representacion residual:

Definicién 5.4.3. Sea py : Gg — GL,, (k) una representacién de Galois donde k& es un campo finito.
Un levantamiento de py a A es una representacion p : Gg — GL,(A) cuya representacién residual
es po, es decir que satisface el siguiente diagrama conmutativo:

QL. (A)

e

Decimos que dos levantamientos p y p’ son estrictamente equivalentes si existe una matriz M €
GL,(A) tal que p = Mp'M~! donde M = Id mdéd m. A una clase de equivalencia de levantamientos
de pg médulo equivalencia estricta, la llamamos una deformacion de py a A.

Nota. Como es comin en la literatura, vamos a referirnos a la deformacién [p] simplemente por p.

Ejemplo 5.4.4. La representacion pg , es una deformacién de pg , y en general, una representacion
p es una deformaciéon de su representaciéon residual p.

En la prueba de modularidad vamos a estar interesados en deformaciones de un tipo especifico.
Para definir estas deformaciones, fijamos la representacién residual py : Gg — GLa(k) donde k es
finito de caracteristica p y definimos el conjunto de primos donde p, se ramifica:

S =8, = {l primo | p es ramificada en ¢}.

Entonces definimos una clase de deformaciones importantes para la prueba del teorema de modu-
laridad para curvas elipticas semiestables:
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Definicién 5.4.5. Sea ¥ un conjunto finito de primos (posiblemente vacio?) tales que X N .S = .
Decimos que una deformacién de p es de tipo Dy si p cumple las siguientes propiedades:

1. det p = x,, donde x,, es el caracter ciclotémico p—adico (cf. la nota después de la proposicién
5.1.8),

2. p es no ramificada afuera de SUX U {p},
3. p es semiestable en ¢ para todo primo ¢ ¢ 3,
4. p es buena u ordinaria en p (cf. la definicién 5.1.11).

En general decimos que p es una deformacion admisible de pg si p es una deformacion de tipo Dy
para algin conjunto finito de primos ¥ tal que XN S = ().

Ejemplo 5.4.6. Si E/Q es una curva eliptica semiestable, entonces pg, es una deformacién de
pEp de tipo Dy (cf. corolario 5.2.5, proposicién 5.2.4 y el teorema 5.1.13).

Podemos reescribir el problema de encontrar deformaciones en lenguaje categérico. Méds precisa-
mente, sea A un anillo de coeficientes fijo con campo residual k y definimos C(k) como la categoria
cuyos objetos son anillos de coeficientes A" con campo residual k y cuyos morfismos son homomor-
fismos de anillos de coeficientes, i.e. homomorfismos de anillos f : A” — A” que hacen conmutar el
siguiente diagrama:

A Y
modk‘ Ad m/’
k

Con esto en mente definimos el siguiente funtor: para una representacién p : Gg — GL, (k) y un
conjunto finito de primos ¥ fijo como en la definicién anterior, definimos el funtor DAy, : C(k) —
Conj entre la categoria C(k) y la categoria de conjuntos como:

A"+ DAx(A") :={p| p es una deformacién de p de tipo Ds, a A’}.

También definimos el funtor de deformaciones modulares, i.e. definimos el funtor DMy, : C(k) —
Conj como
A" — DMy (A") :={p € DAx(A4") | p es modular}.

El teorema principal de Wiles es:

Teorema 5.4.7. (Teorema del levantamiento modular semiestable, TLMS) Sea po : Gg — GLa(k)
una representacion modular sobre un campo finito k de caracteristica p (véase la definicion 5.3.2).
Si po restringido a

Gal(Q/Q(y/ (~1)=1/2p))

es absolutamente irreducible, entonces
DAy (A) = DMy (A),

es decir toda deformacion admisible de tipo Dy, es modular.

2El caso ¥ = ) fue donde Wiles tuvo inicialmente un error cuando presenté la prueba en 1993.
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Corolario 5.4.8. Sea E/Q una curva eliptica semiestable y p € {3,5}. Entonces si pg,, es irredu-
cible y modular, entonces pg, es modular.

Demostracion. Por el ejemplo 5.4.6, pg, es una deformaciéon admisible de pg,. Por el corola-
rio 5.2.8 tenemos que pg |, es absolutamente irreducible para ambos valores de p, donde L =

Q(/(—=1)=1/2p). Aplicamos el teorema 5.4.7 a pg, para concluir que pg, es modular. O

Para probar este teorema, Wiles reescribe este resultado con la representabilidad de funtores.
Cuando py es absolutamente irreducible (que se cumple bajo las hipétesis del TLMS), el funtor
DAy (A) es representable por un anillo de coeficientes “universal”. Mds precisamente:

Teorema 5.4.9. Sin > 1y py: Gg — GL, (k) una representacion absolutamente irreducible, en-
tonces existe un anillo de coeficientes universal R = Ryx(po) con campo residual k y una deformacion
universal

p"™ - Go —> GL.(R)

de py a R que cumple la siguiente propiedad universal: st A es un anillo de coeficientes con campo
residual k y p € DAg(A), entonces existe un unico homomorfismo h : R — A (en la categoria C(k))
que hace conmutar el siguiente diagrama:

univ

Go — GL

n
|
I h s
P :
N

GL,.(A)

es decir que el funtor DAy es representable por el objeto R de C(k), i.e. DAy = Hom(R, —) con
p—h.
Lo mismo sucede si cambiamos de funtor a DMyx(A), i.e. existe un anillo de coeficientes T :=
Ts(po) y una deformacion
puniv.mod. . GQ N GLn(T)

que cumple la misma propiedad universal.

Hay varias maneras de probar este resultado. El primero en demostrarlo fue Schlessinger al dar
criterios suficientes y necesarios para ver cuando un funtor contravariante C(k) — Conj (e.g DAy o
DMy) es representable (estos criterios aparecen en [Sch68]). También hay una prueba constructiva
debida a Lenstra y de Smit que viene explicada detalladamente en [LdS97].

Si sustituimos A = T, la propiedad universal de la pareja (R, p"™) nos da un morfismo canénico
¢ := px(po) definido como ¢ : R — T. Entonces el teorema del levantamiento modular semiestable
se puede reescribir como:

Teorema 5.4.10. (R =T) Con la notacion de los teoremas 5.4.7 y 5.4.9 tenemos que el morfismo
candnico ¢ := x(po) definido por ¢ : Rx(po) — Ts(po) es un isomorfismo en la categoria C(k).

Este es la versiéon del TLMS que probé Wiles en [Wil95].



Capitulo 6

El teorema de modularidad

6.1. Estrategia de la prueba

En este capitulo probamos el teorema de modularidad para curvas elipticas semiestables con los
resultados de los capitulos pasados.

Teorema 6.1.1. (Teorema de Modularidad Semiestable) Sea E/Q una curva eliptica semiestable.
Entonces E es modular.

La estrategia general para probar el teorema de modularidad es estudiar la representacion
3—4dica de E. Es decir vamos a probar que pg3 es modular con el teorema de levantamiento
modular semiestable aplicado a pg 3 una vez que establecemos la modularidad de pg 3 con el Teorema
de Langlands Tunnell. Ahora, esta estrategia no siempre funciona para pg3 cuando éste no es
irreducible. En el caso cuando pg 3 no es irreducible, usamos un argumento de Wiles para cambiar el
primo 3 por el primo 5 llamado el “truco 3-5”. En este caso probamos que pg 5 es irreducible y luego
encontramos otra curva eliptica E’ con la misma representacién médulo 5 que tiene representacion
prr 3 irreducible; aplicamos el Teorema de Langlands-Tunnell y el teorema de levantamiento modular
semiestable para garantizar que ppr 3 es modular. Por tltimo, la construccién de E’ nos garantiza
que la representacion original pg 3 es modular y por lo tanto £ es modular.

Escribimos explicitamente los pasos que vamos a usar: fijamos F/Q una curva eliptica semies-
table.

Teorema 6.1.2. (Consecuencia de Langlands-Tunnell) Si pgs es irreducible, entonces pgs es
modular.

Teorema 6.1.3. (Truco 3-5) Si pg s es reducible, entonces pgs es irreducible.

Teorema 6.1.4. (Familias de curvas mddulo 5) Si pgs es irreducible, eziste una curva eliptica
semiestable E'/Q tal que prs = prrs Y prrs es irreducible.

Teorema 6.1.5. (Teorema del levantamiento modular semiestable, TLMS) Sea E/Q una curva
eliptica semiestable yp € {3,5}. Entonces si pg, es irreducible y modular, entonces pg,, es modular.

Teorema 6.1.6. (Equivalencia de modularidad) Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. E es modular (i.e admite un morfismo no constante Xo(N) — E para alguna N ),
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2. Existe un primo { tal que pgy es modular,
3. pry es modular para todo primo {.

Estos tltimos dos teoremas ya los vimos en las secciones 5.4 y 5.3 respectivamente (cf. el
corolario 5.4.8, respectivamente el teorema 5.3.8). Los primeros tres teoremas los vamos a probar
en las siguientes tres secciones.

Por el momento asumimos estos tres resultados y probamos el teorema de modularidad. Como
vamos a estar haciendo muchas referencias a teoremas pasados, véase el diagrama de la siguiente
pagina para un resumen esquematico de la prueba.

Demostracion. (del teorema 6.1.1) Hay dos casos segtn si pg 3 es irreducible o no:

1. Supongamos que pg 3 es irreducible. Por el teorema 6.1.2 pg 3 es modular. Entonces podemos
aplicar el teorema 6.1.5 para deducir que pg 3 es modular. Por la equivalencia de modularidad
(teorema 6.1.6), concluimos que E es modular.

2. Supongamos que pg g es reducible. Por el truco 3-5, tenemos que pg s es irreducible. Por el
teorema 6.1.4, existe una curva £'/Q tal que pps = pr/ 5 y prr 3 es irreducible. Si aplicamos el
teorema 6.1.2 a ppr 3 concluimos que pgr 3 es modular. Entonces podemos aplicar el teorema
6.1.5 a E' y pgr 3 para concluir que E’ es modular. Por las equivalencias del teorema 6.1.6
concluimos que pgr5 es modular lo cual implica que pgr 5 es modular (cf. proposicién 5.3.6).
Como prr 5 = prs, entonces pg s es modular. Como pg 5 es irreducible, aplicamos el teorema
6.1.5, caso p = 5, para concluir que E es modular.

]

En vista de la prueba anterior, lo “inico” que nos falta ver son los teoremas 6.1.2, 6.1.3 y 6.1.4,
i.e. la aplicacion del teorema de Langlands, el truco 3-5 y la existencia de familias de curvas modulo
5 respectivamente. Cada una de estos resultados es el enfoque principal de cada uno de las tres
secciones siguientes.
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6.2. El teorema de Langlands-Tunnell y la modularidad de
PE.3

Sea E una curva eliptica sobre Q y sea pg 3 la representacién asociada a sus puntos de 3—torsién
(c.f. la seccidon 5.2). En esta seccién, probamos cémo la modularidad de pg 3 se sigue de un teorema
celebrado de Langlands [Lan80] y Tunnell [Tun81]. La version de su teorema que vamos a usar es:

Teorema 6.2.1. (Langlands-Tunnell) Sea o : Gy — GLo(C) una representacion continua, impar,
irreducible y tal que 0(Gq)/{£1} C PGLy(C) es un subgrupo soluble. Entonces existe una forma
primitiva g € S}V (Lo(N), x) (para algin entero N y un caracter x mddulo N ) tal que para casi
todo primo q se tiene

aulg) = tr(o(Frob,)).

La prueba de este teorema se divide en tres casos: cuando o(Gq) es isomorfo a Sy (las simetrias
del octaedro), A, (las simetrias del tetraedro) y Ds, (el grupo diédrico). La prueba en el caso
diédrico es debida a los trabajos de Hecke y Maass. El caso tetraédrico es debido a Langlands y el
caso octaédrico lo empez6 Langlands en [Lan80] y lo terminé Tunnell en [Tun81].

El teorema de Langlands-Tunnell es un caso particular de la conjetura de reciprocidad de Lan-
glands porque establece una correspondencia biyectiva entre formas primitivas de peso 1 y repre-
sentaciones irreducibles automorfas de peso 1 sobre GLy(Ag) (véase la seccion §2.5 del capitulo de
Stephen Gelbart de [Gel97] para més detalles).

El propdsito de esta seccion es probar el siguiente teorema:

Teorema 6.2.2. Sea E una curva eliptica sobre Q. Si pp s : Gog — GLo(F3) es irreducible. Entonces
PE3 es modular.

La prueba de este teorema se divide en cuatro pasos que en seguida describimos a grandes
rasgos:

1. Levantamos la representacion pg s a una representaciéon Gg — GL2(C) que sea impar, con
imagen en PGLy(C) soluble e irreducible;

2. Aplicamos el teorema de Langlands-Tunnell para obtener una forma primitiva de peso 1
asociada al levantamiento de pg s;

3. Multiplicamos la forma primitiva por una serie de Eisenstein de peso 1 para obtener una
forma cuspidal de peso 2 que, aunque no es una eigenforma, si es una eigenforma maédulo
algiun ideal del campo numérico de la forma primitiva del paso anterior y que contiene a
(3) C Z;

4. Aplicamos el lema de levantamiento de Deligne-Serre (c.f. lema 6.2.3) para obtener una ge-
nuina eigenforma asociada a pg 3 y asi concluir que pg 3 es modular.

Demostracion. El primer paso de la demostracién es levantar la representacion pg s a una repre-
sentacion p : Gg — GL2(C) que sea irreducible, impar y soluble.
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Primero observamos que el ideal primo (1 + v/—2) C Z[v/—2] contiene al ideal primo (3) C Z
cuya factorizacién en Q(v/—2) es (3) = (1++v/—2)(1 —+/—2). Con la identidad fundamental® para la
factorizacion de ideales primos en extensiones de campos deducimos inmediatamente que el grado
inercial de (1 ++/=2) sobre (3) es

|:Z[\/*72] £i| =1
(1+v=2) " 3Z|

y por lo tanto

2l L,

= — I3

(1++v-2)
Con esta expresion para F3 queremos definir un homomorfismo inyectivo ¥ : GLy(F3) —
GLy(Z[v—2]). Para esto tomamos

-1 1 1 -1
=) =)
como unos generadores de GLy(F3). Se pueden verificar directamente las siguientes relaciones:
A=Id y B®=Id

Ademas, estos exponentes son los enteros positivos minimos que satisfacen estas relaciones.

Como A tiene orden tres y B tiene orden ocho, entonces la intersecciéon (A) N (B) = {Id}. Por
lo tanto (A)(B) = {A"B™ |1 <n <3,1 <m < 8} tiene 24 elementos y asi (A, B) tiene al menos
24 elementos. Como (A, B) no es abeliano, tiene més de 24 elementos (e.g. BA € (A, B) — (A)(B))
y asi, por ser subgrupo de GLy(F3) que tiene 48 elementos (cf. la seccién 3.2), (A, B) tiene 48
elementos. Por lo tanto que A y B efectivamente generan a GLy(F3).

Ahora, definimos ¥ sobre los generadores como

U(A)= A , W(B)~= (—¢172 _1;1\/__2).

Observe que

Esto implica que W preserva las relaciones de los generadores de GLy(F3) y asi ¥ es un homomor-
fismo de grupos.
La proyeccién natural Z[v/—2| — F3 induce un epimorfismo v : GLy(Z[v/—2]) = GLy(F3). De su

definicion se puede verificar que ¥ es una seccion de v y cabe en el siguiente diagrama conmutativo:

!La identidad fundamental es una relacién numérica entre la factorizacién de ideales en una extensién finita
de dominios de Dedekind con el grado de la extensién de sus campos de cocientes. Mas precisamente, fijamos O
un dominio de Dedekind con campo de cocientes K y sea L una extensién separable de K de grado n con O’ la
cerradura integral de @ en L. Sea p C O un ideal primo cuya extensién en O’ se factoriza en potencias de ideales
primos como pO’ = P - - - Per. Ademds escribimos f; := [0’ /P, : O/p] como el grado inercial de PB; sobre p.

La identidad fundamental dice que e f1 + - - - + e, f = n. Si ademds la extensiéon L/K es de Galois (como el caso
Q(v/—2)/Q del texto) tenemos que e :=e; = -+ =e€, y f := f1 = --- = f, y la identidad fundamental se reduce a
n = efr. El caso general es la proposicién 8.2 de la seccién 1.8 de [Neu99], el caso cuando la extensién es de Galois
viene en §1.9.
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GLy(F3) —— GLo(Z[v/~2))

R l ) (6.2.1)

GLy(F3)

Gracias a la conmutatividad de este diagrama podemos calcular la traza y el determinante de
la representacion W. Si C' € GLy(FF3), tenemos que

tr(¥(C)) = tr(C) (mod 1+ v—2). (6.2.2)
Para el determinante de ¥ tenemos la congruencia mas fuerte
det (U(C)) = det(C) (mod 3), (6.2.3)

que se verifica sobre los generadores y se extiende a todo GLy(F3) por multiplicatividad del deter-
minante.

Como Z[v/—2] C C, consideramos la composicion GLg(F3) LN GLy(Z[v—-2]) — GL3(C) que

también denotamos por W. Con esta notacion definimos:
p:=Vopps: Gg — GLy(C).
Para poder aplicar el Teorema de Langlands-Tunnell necesitamos probar que p cumple cuatro cosas:

1) p es continua.
Como GLy(F3) tiene la topologia discreta, ¥ es automaticamente continua. Como pg 3
también es continua, concluimos que p también lo es.
I1) p es impar.

Sea ¢ € Gg la conjugacion compleja. Claramente ¢? = 1 lo cual implica que p(¢)? = Id y asf
det(p(c)) satisface la ecuaciéon 22 — 1 = 0. Por lo tanto det(p(c)) = +1.

Por otro lado, (6.2.3) nos dice que

det (p(c)) = det (¥ (pps(c))) = det (pps(c)) (mod 3),

pero por el corolario 5.2.5 sabemos que det pg 3 = X3, €l caracter ciclotémico médulo 3. Como
X3 es el caracter inducido por la accién de Gg sobre Q(e?™/3) tenemos que Y3(c) actiia como
conjugacion compleja y asi x3(¢) = —1 € (Z/37Z)*. Por lo tanto

det (p(c)) = x3(c) = —1 (mod 3).

Como ya tenifamos que det(p(c)) = %1, la congruencia anterior implica que det(p(c)) = —1
porque 1 # —1 (mod 3). Por lo tanto p es impar.

111) p es soluble.

Primero observemos que

PGLQ(]F:),) = % = S4, (624)
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donde Sy es el grupo de permutaciones de un conjunto de cuatro elementos.? Con esta iden-
tidad vamos a ver que la imagen de p en PGLy(C) es soluble. Como W es inyectivo, podemos
hacer la identificacion GLg(F3) = U(GLy(F3)) C GL2(C). Por otro lado tenemos que

U(GLy(F3)) N {Adfrec = {£Id}.

En efecto, si AId € U(GLy(F3)) entonces A es una raiz de la unidad porque U(GLy(F3)) es un
grupo de orden finito y como ¥(GLy(F3)) C GLa(Z[\/—2]), esto implica que A = 1 porque
Z[v/—2] no contiene otras raices de la unidad.

Por lo tanto tenemos la inclusién

V(GLy(Fy) | GLy(C)

PGL2<F3) = {:I:Id} {)\Id})\ec

— PGL,(C).

Como p = Vopp 3, entonces p(Gg) es un subgrupo de U(GLy(F3)). De esta manera p(Gg)/{£1}
es isomorfa a un subgrupo de PGLy(F3) = Sy, que es un grupo soluble?. Por lo tanto la imagen
de p(Gg) en PGLy(C) es soluble.

V) p es irreducible.

Supongamos que p es una representacion reducible. Como Gg es compacto y p es una
representacion de dimension 2, p se descompone como suma de representaciones irreducibles
de dimensién 1.* Esto implica que p(Gg) € GLy(C) es un subgrupo abeliano. En efecto, si
escribimos p = p; @ po, entonces después de elegir una base adecuada, tenemos

o(s) = (pl(§3> p2?5)> Vs € Go.

2La accién natural GLa(F3) ~ P1(FF3) no es fiel pues las matrices escalares acttian trivialmente, es decir el nticleo

de esta accién contiene a {Id, —Id} (aqui, los tinicos escalares son 1 y -1).
Ahora probamos que no hay otras matrices en el nicleo. Supongamos que A = (a;;) € GL2(F3) fija a todos los
elementos [z,y] € P!(F3). En particular fija a la base {(1,0),(0,1)} de F3 x F3. De esta manera obtenemos las

siguientes férmulas:
a a 1 a1 a 0
[170] = (a; aj) |:O:| = [alaa3]7 [07 1] = (a; ai) |:1:| = [a27a4]'

Estas implican que a3 = 0 = as y la1] = 1 = |a4|. Supongamos que a; y a4 tienen signo distinto, i.e. ay = —ajy.
Con la férmula del determinante deducimos que 1 = det A = —a?, pero esto es imposible porque —1 € F3 no es un
cuadrado. Por lo tanto a1 = +1 = a4 y asi A = £Id.

Hemos probado que el nticleo de la accién GLg(F3) ~ P1(F3) es {£Id}. Por lo tanto desciende a una accién fiel
PGL3(F3) ~ PL(F3). Equivalentemente, hay un homomorfismo inyectivo PGLy(F3) < Sy porque P!(F3) tiene 4
elementos: los tres de F3 y un punto al infinito. Por otro lado GLy(F3) tiene 48 elementos, entonces PGLy(F3) tiene
48/2 = 24 = 4! elementos. Por lo tanto la inclusién PGLg(FF3) < S4 es en realidad un isomorfismo.

3En efecto, {1} «TFy x Fo < A4 < Sy es una serie normal cuyos cocientes son abelianos.

4Toda representacién de un grupo finito en un espacio vectorial de dimensién finita se descompone como suma
directa de representaciones irreducibles. La prueba de este hecho es una aplicacion elemental de induccién sobre la
dimensién del espacio vectorial (c.f. [Ser77a, §1.4]). Hay dos maneras de generalizar este hecho a p: observar que p
se factoriza a través del cociente finito Gg/Gal(K,|Q) (véase la nota anterior al ejemplo 5.1.5) o usar la compacidad
de Gg y la existencia de su medida de Haar para generalizar la demostracién a grupos compactos no necesariamente
finitos (c.f. [Ser77a, §4.3]).
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De aqui es claro ver que p(Gg) C GLy(C) es abeliano. Ademés como ¥ : GLy(F35) — GL(C)
es inyectivo, tenemos que pg3(Go) = V(prs(Gg)) = p(Gg). Por lo tanto pr3(Gg) es un
subgrupo abeliano de GLy(F3).

Ahora sea Sy := p(sg) € pr3(Gg) arbitrario. Sea A un valor propio del endomorfismo
So : F3xF3 — F3 x[F3 que podemos tomar en alguna extensién finita F' de 3. Si consideramos
a Sy como elemento de GLy(F) bajo la inclusion GLy(F3) C GLo(F'), podemos definir el
endomorfismo S7 := Sy — A\ld de F' X F' y denotamos por W a su ntucleo. Como \ es valor
propio de Sy, entonces W ## 0.

Por otro lado, para toda s € Gig tenemos que:

pEe3(s) 0 S1 = pr3(s)(So — Md) = pp3(s)So — pes(s)Ald
= Sopps(s) = Apes(s) = (So — Ald)pg 3(s)
= S 0prs(s),

donde el paso (*) se sigue de que pr3(Gg) es abeliano y que las matrices escalares conmutan
con todas las matrices. Esta igualdad nos permite deducir que para toda x € W:

S1(prs(s)(x)) = pra(s)(Si(z)) = pra(s)(0) =0,
lo cual implica que pg3(s)(z) € W para toda s € Gg. Por lo tanto W C F x F' es un
subespacio Gg—estable bajo la representacién Gg ey GLy(F3) — GLa(F).
Ahora, como pgs es irreducible por hipétesis, la proposiciéon 5.1.9 implica que pg3 es

absolutamente irreducible. En particular la representacién Gg P28 GLy(F3) < GLy(F) es
irreducible. Como el subespacio invariante W = ker S; es distinto de 0, necesariamente tene-
mos que W = F' x F| ie. Sy — Ald = 0 o equivalentemente pg3(so) = Ald. La eleccién de
5o € Gg fue arbitraria, entonces podemos tomar sy = ¢ la conjugacién compleja. Esto produce
una contradiccion porque pg 3(c) no puede ser una matriz escalar porque tiene valores propios
distintos como habiamos establecido cuando vimos que p era impar. La contradiccion surge
de asumir que p era reducible, entonces concluimos que p es irreducible.

Después de probar estas cuatro propiedades, podemos aplicar el Teorema de Langlands-Tunnell
a la representacién p: existe una forma primitiva g € S}V (I'o(IV), x) para alguna N € N y algin
caracter x : (Z/NZ)* — C*, con serie de Fourier

g(z) _ Zan(g)e%rinz’
n=1

cuyos coeficientes cumplen que, para casi todo primo g,

aq(g) = tr(p(Froby,)). (6.2.5)

Recuerde que los coeficientes de Fourier de ¢ estdn contenidos en su campo numérico K, =
Q({an(g9), x(n)}n>1) que es una extensién finita de Q. Denotamos por O, al anillo de enteros de
K. De hecho sucede algo mas fuerte, los coeficientes de Fourier son enteros de K, i.e. a,(g) € O,
(véase la nota después de la proposicién 3.4.17). Por lo tanto podemos calcular la traza y el deter-
minante de p médulo algin ideal primo de O, que contenga al ideal (1++/—2) (véase la congruencia
(6.2.2)).
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Sea B C O, un ideal primo que contiene al ideal (1 + v/—2). Gracias a (6.2.2), para casi todo
primo ¢ tenemos:

aq,(g) = tr(p(Frobq)) = tI’(\IJ(ﬁE73<FI'Obq))),
= tr(pp3(Froby)) (mod 1+ v/=2).

Por lo tanto
aq(g9) = tr(pps(Froby)) (mod ), (6.2.6)

porque (1++v/=2) CP.

A primera vista parece que tenemos las condiciones suficientes de la proposicién 5.3.7 para
concluir que pg 3 es modular. Pero bajo mejor inspeccién observamos que el peso de la forma
primitiva g es 1, en lugar de 2. Entonces el siguiente paso es subir el peso de g a 2 multiplicandola
por una serie de Eisenstein.

En particular tomamos la serie de Eisenstein F, 4 de peso 1 definida por

Erp(z) =146 > b(d)e’™™,

n=1 djn
donde 1 es el caracter de Dirichlet impar mdédulo 3, i.e. el simbolo de Legendre:

1 d=1 (mod3)
P(d) = (Sl) =4¢—-1 d=-1 (mod 3).
’ 0 d=0 (mod3)

La razén por la cual tomamos a esta serie de Eisenstein en particular es que cumple las siguientes
dos propiedades, la segunda siendo trivial:

1 (mod3) n=0

0 (mod3) n>0 (6.2.7)

Ery € Mi(To(3),9) v an(Ery) = {

El hecho que Ej 4 es modular no es trivial (véase el ejercicio 9.6.4 de [DS05]). Otra manera de
probar la modularidad de E 4 es viendo que E} 4 es la transformada de Mellin inversa de ((s)((s, ¥)
[Wil95].

Recuerde que M (I'y(N)) = @ Mi(T'o(N)) es un anillo graduado por el peso y contiene al ideal
S(To(N)) = @ Sk(I'o(N)) (c.t. la proposicién 3.3.6.111). Como Ej ,, € M;(I'o(3),v) C Mi(I'g(3N))
(cf. el lema 3.4.12) y como g € S1(I'o(V), x) C S1(I'o(3NN)), entonces gE; 4 € S2(I'o(3N)); denota-
mos f := gk .

Como el nebentypus de g es x y el nebentypus de Ej 4 es v, tenemos que f € Sy(I'o(3N), xv).
En particular (d) f = x(d)(d)f (cf. la proposicién 3.4.6) o a nivel de coeficientes de Fourier:

an((d) f) = X(D)o(d)an(f)  Vd € (Z/3NZ)*, n > 0. (6.2.8)

Ademds, g y Ey, estan normalizadas, entonces f estd normalizada, i.e. ai(f) = 1. Los demaés
coeficientes de Fourier de f se pueden calcular médulo 3 con (6.2.7):

an(f) = an(g) + Y ai(g)a;(Bry) = an(g) (mod3)  (¥n>1),

i+j=n
1,5 >0
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que también es valida para n = 1. Es decir
an(f) = an(g) (mod 3) (Vn > 0). (6.2.9)

Si juntamos esta congruencia con (6.2.6), obtenemos que para casi todo primo ¢ se tiene

aq(f) = tr(pes(Froby)) (mod ). (6.2.10)

Otra vez parece que estamos en posiciéon de aplicar la proposicién 5.3.7 para concluir que pg 3 es
modular pero inmediatamente vemos que f no necesariamente es forma primitiva. Por la eleccién de
E, , tenemos que, aunque f no sea una forma primitiva genuina, si es una “eigenforma maédulo 7.
Mas precisamente, mediante la asignacion de la serie de Fourier, podemos pensar a g como elemento
del anillo de series de potencias formales O,[[e*™]]. Similarmente E, € Z[[e*™*]] C O,[[e*™]).
Bajo esta interpretacion, la congruencia (6.2.9) se reescribe como

f =g (mod P[[e*™]]), (6.2.11)

ya que (3) C P C O,. Entonces si aplicamos un operador de Hecke T,,, donde (n,3N) = 1, a
ambos lados, la congruencia se preserva. En efecto, por la proposicién 3.4.11 y la férmula 6.2.8, los
coeficientes de T),(f) cumplen:

an(Tof) = 3 (@D anma(f) =S d( () anma(s) (mod 3)

d|(m,n) d|(m,n)
= ) X A)anm/a(g) = X(d)anmya2(9)
d|(m,n) d|(m,n)

an(Thf) = am(Thg) (mod 3),

donde hemos usado que ¥(d) =d (mod 3) y d> =1 (mod 3) ya que d | ny (n,3) = 1. Si usamos
la notacién de (6.2.11), las congruencias anteriores se reescriben como

T,.f = T,g (mod P[[e*]]) V(n,3N) = 1.

De esta manera:
To(f) = Tul9) = an(9)g = an(9)f (mod P[[*™]]),

donde la igualdad se sigue de que los valores propios de la forma primitiva g son sus coeficientes
de Fourier (cf. el teorema 3.4.16). En palabras, los coeficientes de T,,(f) y de a,(g)f son iguales
moédulo PB; es a esto a lo que nos referimos cuando decimos que f es una eigenforma “moédulo P7.

El siguiente y tltimo paso es aplicar el lema de levantamiento de Deligne-Serre a f para obtener
una eigenforma genuina que sea congruente a f médulo B para que preserve la congruencia (6.2.6)
que es necesaria para deducir la modularidad de pg 3.

Para enunciar el lema, introducimos la notacién: sea ) un dominio de Dedekind con un ideal
maximal m y cociente k = O/m; sean M un O-modulo libre de rango finito y F C Endy (M)
una familia de endomorfismos que conmutan dos a dos. Decimos que dos elementos h, h’ € M son
congruentes mddulo m, denotado de la manera usual, si sus imagenes en M/mM son iguales.

Lema 6.2.3. (Deligne-Serre) Si f € M — {0} es tal que Tf = arf (mod m) para toda T € F,
i.e. es un vector propio modulo m para todo endomorfismo de F, entonces existe un dominio de
Dedekind O y un ideal primo m' C O’ tal que O C O, m = O Nm' y el campo de fracciones de
9O’ es una extension finita del campo de fracciones de O; ademds existe un elemento f' € O’ Ry M
distinto de cero tal que T f' = a/pf' para toda T' € F y tal que ar = a/, (mod m’).
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Nota. El lema original estd enunciado para O un anillo de valuacién discreta pero la prueba es
facilmente adaptada para dominios de Dedekind porque localmente son anillos de valuacién discreta.

Aplicamos el lema con O = O,, m = P, M = So(I''(3N),x¢), F = {1, | (n,3N) = 1}
y f = gEi,. Obtenemos una extensién de anillos O, C O, un ideal primo ‘B’ C O tal que
P =P NO, y un elemento f' € O ® S2(I'y(3N), x¥) que es eigenforma para todo operador de
Hecke fuera de 3N cuyos valores propios a7, € O cumplen:

ay, = an(f) (mod P'). (6.2.12)

Como f’ es eigenforma sus valores propios son sus coeficientes de Fourier (cf. el teorema 3.4.16).
Ademas, como B C P, podemos juntar las congruencias (6.2.10) y (6.2.12) para concluir que para
casi todo primo ¢ (que ademds cumple ¢ 1 N) tenemos:

ag(f") = ay, = aq(f) = tr(pps(Froby)) (mod ).

Finalmente tenemos las condiciones suficientes para aplicar la proposicién 5.3.7 para concluir que
pr,3 es modular. Por lo tanto lo ultimo que falta es probar el lema de levantamiento de Deligne-Serre
que hacemos a continuacion. O

Demostracion del lema 6.2.3. Sea ‘H la O-subdlgebra de Endg(M) generada por F. Como M es
libre de rango finito, entonces Endg (M) es libre de rango finito, y asi H es un $D-mddulo libre de
rango finito, en particular es un médulo plano®.

Ahora, definimos ¢ : H — k como el morfismo de O —4&lgebras que asigna valores propios, es
decir definimos € sobre los generadores de H como

e(T) =ar+m VT eF)

Observe que por construccion e|o = Idg, entonces ¢ es suprayectivo. Por lo tanto H/kere = k y
asi kere C ‘H es un ideal maximal.

Sea p C kere un ideal primo minimal. La existencia de primos minimales del anillo se sigue
de la existencia de conjuntos multiplicativamente cerrados maximales. M&as precisamente, si A
es cualquier anillo y ¥ es la familia de subconjuntos de A multiplicativamente cerrados que no
contienen al 0, entonces por el lema de Zorn, Y tiene elementos maximales y ademas S € X es
maximal si y solo si A — S es un ideal primo minimal con respecto de otros ideales primos (véase
el ejercicio 3.6 de [AM94, §3]). Por lo tanto si aplicamos estos resultados a la localizacién de H en
el ideal ker e, concluimos que existen ideales primos minimales contenidos en ker e.

Como p es minimal, todos sus elementos distintos de cero son divisores de cero. En efecto: si
denotamos al conjunto de divisores del cero junto con el mismo 0 por D y suponemos que p € D
entonces H — D & H — p; tomamos h € H — D tal que h € H —p. Como 1 € H — p concluimos que
h=h-1€ (H—D)(H—p)y asi el conjunto multiplicativamente cerrado (H — D)(H — p) contiene
estrictamente al conjunto multiplicativo maximal H — p. Esto es una contradiccién. Por lo tanto
pCD.

Como H es un O-mdbdulo libre, para toda x € O el endomorfismo h — xh de H se representa
por la matriz diagonal xId,; cuyo determinante es una potencia de x que (salvo en el caso z = 0)

5Un O—médulo H es plano si el funtor N — N ® H es exacto izquierdo (recuerde que este funtor siempre es
exacto derecho). Gracias a que el producto tensorial y la suma directa conmutan, todo médulo libre es plano.



110 CAPITULO 6. EL TEOREMA DE MODULARIDAD

es distinta de cero porque O es un dominio entero. En particular h — zh es inyectiva para toda
r € O — {0}. Por lo tanto O no tiene divisores de cero en H y asi p N O = 0.

De esta manera la composicion O — H — H/p es inyectiva; por lo tanto podemos considerar
a 9 como un subanillo de H/p. Ademads, como H es un O-médulo finitamente generado, entonces
H/p también es un O-mdédulo finitamente generado. Como O es un anillo noetheriano (por ser
dominio de Dedekind), entonces H/p es un O-moédulo noetheriano, i.e. todos sus submédulos son
finitamente generados (véase por ejemplo la proposiciéon 1.4 de [Eis04])

Este comentario sirve para probar que H/p es una extension entera de 9. En efecto, si tomamos
T +p € H/p arbitrario, entonces como O[T + p| = O[T] +p C H/p, tenemos que O[T + p| es un
9O-mobdulo finitamente generado para toda T+ p € H /p. Esto es una condicién equivalente a ser
entero sobre O (cf. la proposicién 5.1 de [AM94)]), por lo tanto T' + p es entero sobre O para toda
T+peH/p.

Ahora, sea L el campo de fracciones del dominio entero H/p y Oy, la cerradura entera de O en
L. Esto hace que 9, sea un dominio de Dedekind (cf. la proposicién 8.1 de §1.8 en [Neu99]). Como
O C H/p es una extension entera, tenemos que H/p C O. Con esto definimos § : H — Oy como
la composicion de H — H/p — O y denotamos a/ := §(7") para toda T € F. Resumimos estos
dos parrafos con el siguiente diagrama conmutativo:

H
PN
O —— H/p — Op.

Como kere C H es un ideal maximal que contiene a p, entonces kere +p C H/p es un ideal
maximal. Sea m’ C O, un ideal primo divisor del ideal (kere + p)O;, en particular m’ N H /p =
kere +p y ademads, como 9 es un dominio de Dedekind, m’ también es maximal. Por lo tanto, del
diagrama anterior tenemos

d(kere) C m'. (6.2.13)

Esto dltimo nos garantiza que o/ = ar (mod mw’), porque las igualdades (T — arpldy) =
e(T) —ar+m =0+ m para toda T € F implican que T — arldy, € kere y por lo anterior tenemos
que:

(T —arldy) =ap —ar em’ =  ap =ar (modm') (6.2.14)

Con esto sabemos quienes tienen que ser los valores propios, ahora tenemos que construir un
vector propio con esos valores propios. Como H es un 9D-médulo plano, entonces la inclusion O < L
se preserva cuando tomamos el producto tensorial con H, es decir tenemos una inclusién

HEORH — Lo H.

Observe que L @ M es un L ® H-mddulo finitamente generado con la acciéon (A @ T)(u ® f) =
(A @ Tf). En efecto, M es finitamente generado y libre sobre sobre O, entonces es finitamente
generado sobre H. Como hacer producto tensorial con L conmuta con la suma directa, L ® M es
finitamente generado sobre L ® H.

Sea B C L ® H el ideal generado por la imagen de p bajo la inclusiéon H C L ® H (note que
P no necesariamente es primo). Como H es un OD-mdédulo noetheriano, p es un ideal finitamente
generado por algunas {71, ...,T,} C p. Por lo tanto B es un ideal de L ® H finitamente generado
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por {1®T},...,1®7T,}. Como p consta de puros divisores de cero, existen 77,...,7, € H — {0}
tales que T;7] = 0 para toda i = 1,...,n. Ademas, para cada 1 ® T; € B se toma una f; € M tal
que T}(f;) # 0. De esta manera

1 T)AT(fi) = 1@ T(T(f)) =120 =0.

Por lo tanto todos los generadores de B son divisores de cero de L ® M como L ® H-modulo y asi
B C D' donde D’ es el conjunto de divisores de cero de L @ M.

El conjunto de los divisores de cero de un moédulo finitamente generado (junto con el cero) es
la unién de los ideales primos asociados® al médulo [Eis04, teorema 3.1, pg 89]. Por lo tanto si
denotamos al conjunto de ideales primos asociados a L ® M como A = Ass;gy(L ® M) tenemos
que

pco=a
qgeA
Por el teorema de “Prime Avoidance” (véase por ejemplo la proposicion 1.11 de [AM94]), B esta
contenido en algin q € A. Por lo tanto existe un elemento f” € L ® M — {0} tal que q es su
anulador, es decir P C q = (f” : 0).

Por ltimo, si T € F, entonces (T' — a’) f” = 0 o equivalentemente Thf” = a/.f"; lo mismo
sucede si sustituimos f” por algin miltiplo. En particular, podemos tomar un miltiplo adecuado
fre O ® M de f”y obtenemos el vector propio que buscamos. O

6.3. El truco “3-5”

En esta seccién estudiamos las propiedades aritméticas de la curva elipitica X,(15) para probar:

Teorema 6.3.1. Sea E/Q una curva eliptica semiestable en 5. Entonces
PEj3 es reducible =  pps es irreducible.

Este teorema es la primera parte de la estrategia que usé Wiles para poder reducir el problema
de probar la modularidad de una representaciéon pg, a probar la modularidad de pg3. Si pr3s es
irreducible, aplicamos el teorema de Langlands-Tunnell como vimos en la seccién 6.2. Si pg3 no
es irreducible, Langlands-Tunnell no se puede aplicar, pero lo que dice el teorema 6.3.1 es que
podemos asumir que pg 5 es irreducible. Este nuevo dato nos va a permitir construir una familia de
curvas elipticas, todas con la misma representacién moédulo 5, que contiene al menos una curva F’
cuya representacion pgr 3 es irreducible.

Para justificar esta nueva via, necesitamos el teorema 6.3.1. La estrategia de probarlo es parame-
trizar la familia de curvas elipticas tales que pg 3y prs reducibles, con los cuatro puntos racionales
de X(15) no cuspidales, i.e. ¥5(15)(Q). Cada punto corresponde a una clase de isomorfismo de cur-
vas elipticas cuyos isomorfismos preservan un subgrupo ciclico de orden 15. Con esta descripcion
de las curvas elipticas con pg 3 y pgs reducibles, probaremos que E no es semiestable en 5.

El primer paso es probar:

Lema 6.3.2. Si I es una curva eliptica sobre Q tal que pgps y prs son reducibles, entonces E(@)
contiene un subgrupo ciclico de orden 15 que es estable bajo la accion de Gg.

6Un ideal primo p de un anillo A es asociado a un A-médulo M si existe un elemento f € M tal que p = (f :
0):={acA|af =0}



112 CAPITULO 6. EL TEOREMA DE MODULARIDAD

Demostracion. Supongamos que pg3 v pgs son reducibles. Por definicién existen subespacios no
triviales V3 C E[3] y V5 C E[5] que son invariantes bajo la accién de Gg. Recuerde que #E[N] =
N2, entonces el orden de cualquier subgrupo divide a N2, pero en este caso N = 3,5. Por lo
tanto cualquier subgrupo no-trivial de F[3] (respectivamente E[5]) necesariamente es de orden 3
(respectivamente 5). En particular V; = Z/iZ para i = 3,5 y sean P53 un generador de V3 y Ps un
generador de V5. Por 1ltimo, como subgrupos de E(Q), V3 y V5 tienen interseccién trivial (porque
los elementos distintos del neutro de V3 tienen orden 3 y los de V5 tienen orden 5).

Ahora definimos V = V3 + Vs = {P+ P' € E(Q) | P € E[3], P’ € E[5]}. Claramente el orden
de cada punto de V divide a 15 pues 15(P + P’') = 5(3P) + 3(5P’") = 30 + 50 = O, es decir

V' C E[15]. Por otro lado el punto Ps + Ps es de orden exactamente 15 porque

3(P3+P5):3P57é0 y 5(P3+P5):5P3:2P37é0
Por lo tanto V' es un subgrupo de E(Q) de orden 15.
Por 1ltimo, V' es invariante bajo la accién de Gg. En efecto, sea ¢ € G arbitrario, entonces

(P+P) =P +P7eVa+Vs=V

ya que la Gg-estabilidad de V3 (respectivamente de V) implica que P? € V3 (respectivamente

P'? € V5). Por lo tanto E(Q) contiene un subgrupo de orden 15 estable bajo la accién de Gg. [

Este lema nos dice que las curvas elipticas F con pg 3y pg s reducibles tienen subgrupos ciclicos
de orden 15. Vimos en §4.3 que las clases de isomorfismo [E, C] de curvas elipticas con subgrupos
ciclicos fijos C' de orden N son parametrizados por los puntos racionales no cuspidales de Xo(N),
i.e. Yo(N)(Q). Por lo tanto si £/Q es una curva eliptica con pgs y pgs reducibles, su clase de
isomorfismo [E, C| € Sy(15)(Q) (donde C' es el subgrupo dado por el lema 6.3.2) corresponde a un
punto racional no cuspidal en X,(15)(Q). Esta asignacién nos permite ver cémo tiene que ser E y
concluir que efectivamente es modular.

El siguiente paso es encontrar una ecuaciéon de Weierstrass para la curva eliptica Xy(15) para
calcular sus puntos racionales. La ecuacién de Weierstrass de Xy(15) lo calculé Fricke en su obra
celebrada Die elliptischen Funktionen und there Anwendungen en 1922. En el teorema 2.1.2 vimos
que para encontrar una ecuacion de Weierstrass bastaba exhibir dos funciones z,y € C(Xy(N)),
tales que x y y solamente tienen polos en oo de érdenes 2 y 3 respectivamente. Por la prueba del
teorema 2.1.2, las funciones {1, z,y, 2%, xy, y*, 23} satisfacen una C—combinacién lineal que resulta
ser una ecuacién de Weierstrass. Esta ecuacion define una curva eliptica sobre C isomorfa a X(15).

El método que seguimos es debido a Gerard Ligozat, un alumno de Néron, que en su tesis docto-
ral calcula las ecuaciones de Weierstrass y los invariantes de las curvas modulares Xo(/N) de género
1,i.e. para N € {11,14,15,17,19, 20, 21, 24,27, 32, 36,49} [Lig75]. Ademas calculé otros invariantes
como el conductor y el rango de las curvas Xo(N) y con estos calculos, Ligozat pudo verificar la
conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer para las curvas modulares elipticas. Ligozat generalizé un
método desarrollado por Morris Newmann en los anos 50 para construir sistematicamente funciones
meromorfas sobre Xy(N).

Para construir z,y € C(X,(15)) usaremos la funcién n de Dedekind definida por

' 00 ' 00 n
n(z) — 6271'12/24 H(l _ 627r7,nz) _ Z <E> qn2/24’ (631)
n=1

n=1
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donde (n/12) es el simbolo de Legendre. Observe que 7(z) esta definido sobre H por un producto
convergente cuyos factores no se anulan, por lo tanto 7(z) # 0 para toda z € H.
Mas precisamente, usamos 71— cocientes, i.e. funciones holomorfas H : H — C de la forma

H n(dz)+ (rq € 7).

0<d|N

Al conjunto de exponentes {r,}, indexados por los divisores positivos de N, lo denotamos r :=
{ra €Z|d >0, d| N}. Por lo tanto, el n—cociente asociado a r lo definimos como:

ne : L — C  definido por n.(2) = Hn(dz)”
dIN
d>0

El discriminante modular A y las funciones de Fricke, e.g. (6.3.3), son ejemplos de n—cocientes.

Newmann probd que bajo ciertas condiciones sobre el conjunto r, la funcién holomorfa 7, era
débilmente modular con respecto de I'g(N); el caso (IV,6) = 1 aparece en [Newb6] (véase el teorema
1) y el caso (N,6) > 1, e.g. N = 15, aparece en la segunda parte [New58|. Ligozat aumenté las
condiciones de Newmann para caracterizar cuando un n—cociente define una funcién meromorfa
sobre X(15). Enunciamos este resultado

Teorema 6.3.3. (Ligozat) Sea N fijo y sea m. un n—-cociente. Entonces n, define una funcion
meromorfa sobre Xo(N) si y solo si el conjunto de exponentes r satisface las siguientes condiciones:

(1) > rqd =0 (mod 24),
(i1) > Nry/d =0 (mod 24)
(i) Y rqg =0,
(v) TTI(N/d)+ = ‘Z—j donde a,b € Z.
donde las sumas y el producto se hacen sobre los divisores positivos de N .

Demostracion. Véase la proposicién 3.2.1 de [Lig75]. Para probar la necesidad, curiosamente apa-
rece el teorema de reciprocidad cuadratica. O

Este resultado nos permite construir funciones meromorfas sobre X,(15) de manera sistematica.
Esto nos va a permitir encontrar generadores para el campo de funciones de X(15) y asi encontrarle
una ecuacion de Weierstrass:

Lema 6.3.4. La curva eliptica Xo(15) sobre C es isomorfa a la curva C C P?(C) definida por los
ceros de la homogenizacion de la ecuacion

Y24 XY +Y = X3+ X? - 10X — 10. (6.3.2)

Demostracion. Primero aplicamos el resultado de Ligozat para construir tres funciones en C(X((15))
y a partir de éstas, definimos x y y. Por ltimo probaremos que z y y satisfacen (6.3.2) mediante
comparaciones de series de Fourier.
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En seguida exhibimos tres conjuntos de exponentes r = {7y, 73, 75,715} que satisfacen las condi-
ciones del teorema 6.3.3 junto con sus series de Fourier que se pueden calcular a partir de (6.3.1):

ry={-1,1,5,-5}, m(2)=q¢+q¢ " +24+2¢+4¢+ -
ro={7,-1,1,=7}, n,(2)=q¢ " =7¢° +7¢ > +8¢" — 56+ 34q+51¢* + - --
ry ={2,4,2, -8}, ne(2) = q_4 — 2q_3 — q_2 —2¢7'94+4q — 4q2 4+

Con estas tres funciones meromorfas sobre X(15), definimos:

1
JI(Z) =Ty (Z) -2y y<Z) = 5(771'3 (Z) — Ty (Z)) + 30, (Z) —19.
La combinacion lineal que define a y es para cancelarle el polo de 7,, en co de orden 4 para que
quede un polo de orden 3. En efecto la serie de Fourier de y es:

y(2)=q > +q7 + ¢ +6¢° + -

Por el teorema 2.1.2; el conjunto de funciones meromorfas {1, z,y,z? zy,y* 2>} es linealmente
dependiente como subconjunto del sistema lineal £(600), entonces satisfacen una relaciéon de de-
pendencia no trivial con coeficientes en C, i.e. existen Aq,..., Ay € C, no todos cero tales que:

A1 + AQZL' + Agy + A4[L’2 —f- A5ZL‘y + A6y2 + A7ZL’3 = 0

Como solamente necesitamos siete coeficientes, solamente tenemos que calcular las series de Fourier
de {1,z,y, 2% xy,y? 23} hasta orden siete para poder calcular las A;. De esta manera podemos
deducir los valores de las A; y con el cambio de variable (2.1.4) del teorema 2.1.2 obtenemos la
ecuacién de Weierstrass buscada:

y* +ay +y =2+ 2% — 10z — 10.

Otra vez por el teorema 2.1.2 concluimos que X((15) = C donde C C P?(C) es la curva proyectiva
definida por la ecuacién anterior. O

Nota. Lo que hizo Fricke para calcular una ecuacién de Xy(15) fue un poco distinto. El definié el
n—cociente
32)3n(5z2)3
7(2) == n(32)"n(52)"
n(z)*n(15z)?

Una vez definida 7, Fricke considera un multiplo adecuado de la derivada de 7 y lo llama o. De esta
manera obtiene el segundo generador de C(X((15)) como C—algebra, es decir C(X(15)) = C(r, o).
Después, Fricke calcula y compara coeficientes de Fourier para encontrar la relacion algebraica entre
T y o que resulta ser:

=q 2 +3+9¢ +O(¢"). (6.3.3)

o? =7 —107° — 1372 + 107 + 1. (6.3.4)

Véase [Fri22, péagina 439]. Es posible llevar (6.3.4) a una ecuacién de Weierstrass mediante el
siguiente cambio de variable:

2y+ax446 5 (2y + = + 46)*

we=s) T3 T dm_sr @8

101
4 )

(6.3.5)
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Figura 6.1: La curva real definida por la ecuacién Y? + XY +Y = X3 + X? — 10X — 10.
véase 4.2.5 de [Lig75]. De esta manera obtenemos la ecuacién de Weierstrass:
y* +ay +y =2 + 2% — 10z — 10. (6.3.6)

El método de Fricke sirve para calcular ecuaciones de curvas modulares no necesariamente elipticas.

Por ejemplo, en Xy(5), Fricke encuentra una funcién racional 75 sobre Xy(5). Usaremos 75 més
adelante para calcular 7 como funciéon racional de los n—cocientes x y y.

Con la ecuacién de Weierstrass de X((15) podemos calcular sus puntos racionales que denotamos
por G = X(15)(Q). Por el teorema de Mordell-Weil, tenemos que

G= Gtor X Zr,
donde Gy, es el subgrupo de torsién y r > 0 es el rango de E. Con esta descripcién de GG, nuestra

tarea se divide en dos: estudiar el grupo de torsion y calcular el rango. Primero calculamos el
subgrupo de torsién con el teorema de Lutz-Nagell (cf. el teorema 2.5.3 de la seccién 2.5).

Entonces Gy, tiene 8 elementos y son:

Giors = {(

Proposicion 6.3.5. Sea G = X((15)(Q) el grupo de puntos racionales de la curva modular Xo(15).

13 9

— 4> g) ) (_17 0)7 (37 _2)7 (87 _27)7 (8’ 18)7 (_27 _2)7 <_27 3)} U {O}
Demostracion. Para aplicar Lutz-Nagell, necesitamos transformar la ecuacion de Weierstrass ge-
neralizada de X,(15) dada por el lema 6.3.4 a una ecuacién simplificada. El cambio de variable
es:

/

T 15

%7

(6.3.7)

y simplifica la ecuacién a

y? =" — 129872 — 263466 = (2’ + 102)(2’ + 21) (2’ — 123) (6.3.8)

115
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donde:
D = 4(—12987)* + 27(—263466)* = —(2*3%5%)*.

Ahora sea Py = (29, Y0) € Gior donde las coordenadas estén dadas por (6.3.8). Por Lutz-Nagell
tenemos que xg,yo € Z y el punto Fy cumple uno de dos casos:

Caso 1: Py + Py = O. En este caso, Py = —F,. Por la ecuacién (2.1.9), tenemos — Py = (xg, —yo). Por

lo tanto Py = —F, si y solo si yo = 0. Ahora sustituimos yo = 0 en (6.3.8) y obtenemos tres
posibles valores para xy que corresponden a los siguientes tres puntos racionales de orden 2
en Giop:

(—102,0), (=21,0) y (123,0)

Caso 2: y(Py)* | D. Si Py = (xo,%0), entonces por la factorizacién de D, solamente tenemos que
considerar coordenadas vy, que sean divisores de 2*3%52 = v/—D. Sustituimos cada divisor en
(6.3.8) y resolvemos la ecuacién cibica en x para obtener (o probar que no tienen) soluciones
y asf posibles coordenadas de Py. Como +/—D tiene 270 divisores (positivos y negativos), este
proceso lo verificamos con Mathematica y otenemos los siguientes cuatro puntos racionales:

(303,4860), (303, —4860), (—57,—540) y (—57,540)

Juntando ambos casos obtenemos la lista completa de puntos racionales de orden finito de la
ecuacion (6.3.8):

{(-102,0), (—21,0), (123,0), (303, —4860), (303, 4860), (—57, —540), (—57,540)} U {O}.
Bajo el cambio de coordenadas inverso a (6.3.7), dado por:
¥ =36z +15, 1 =216y + 108z + 108
podemos concluir que:

Giors = {(—2,2) ,(~1,0), (3, -2), (8, —27), (8,18), (-2, -2), (-2,3) } U {O}.

478

]

Como Gy, es abeliano y de orden 8, el teorema de estructura de grupos abelianos finitamente
generados nos dice que Gy, es isomorfo a una de las siguientes tres posibilidades:

ZJ87Z, )27 x LJAZ, o 727 x )27 x 7.J2Z.

Para saber cual de estas tres posibilidades es la correcta, necesitamos estudiar el orden de los
puntos de Gy,,. Por suerte, la definicién geométrica, nos permite calcular a vista la duplicacion de
los puntos de Gy,.

En el diagrama 6.2 graficamos los 7 puntos racionales afines sobre la curva eliptica y traza-
mos rectas tangentes en esos puntos. Si la recta tangente es vertical, omitimos la recta y mar-
camos el punto de verde; estos puntos son de orden 2. Si duplicamos el resto de los cuatro
puntos, obtenemos el punto (3, —2) que es de orden 2. Por lo tanto el resto de los puntos, i.e.
{-2,3),(—2,-2),(8,18), (8, —27)} tienen orden 4. En conclusiéon G, tiene tres elementos de or-
den 2 y cuatro de orden cuatro. Es implica que

vor = 7,27, x LJAL. (6.3.9)
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Figura 6.2: Visualizacién de la duplicacién de los puntos racionales de X,(15). Los puntos verdes
son de orden 2 y los puntos rojos son de orden 4.

El préoximo paso es probar que el rango de G =2 Z" X Gy, €8 cero, i.e. r = (. Para esto estudiamos
el grupo G/2G para encontrar una férmula para r. Gracias a (6.3.9) tenemos que

Esta férmula es un caso particular de la formula general

(G :2G)
2= 6.3.10
# ker[2]’ ( )
donde [2] : G — G es el homomorfismo de duplicacién P +— P + P. En efecto, hay tres puntos
de orden 2 que junto con el neutro O forman el subgrupo ker[2] C G. Esta férmula se deduce del
teorema de estructura de grupos abelianos.”

"Para un grupo abeliano H finitamente generado tenemos que existen niimeros primos py, . .., ps € Zy exponentes
n; > 0 tales que

H>=7" x

z z H _(Z\ Z/pVZ 7)p 7
- X oo - — -~ - X = X oo X ~ ,
Pz P57 2H 27 2Z/pI Z 27/ps°Z

donde

Z/pL _ [Z)22 pi=2
2Z/p"Z |0 pi#2

Por lo tanto _
(H : 2H) = 27 +#1lPi=2} — or (4 ker[2)).



118 CAPITULO 6. EL TEOREMA DE MODULARIDAD

Para calcular 7, necesitamos estudiar con mayor detalle el homomorfismo [2] : G — G. La clave
es descomponer [2] como composicién de dos homomorfismos ¢ : G — G y ¢ : G — G, donde G es
un grupo auxiliar. Estos homomorfismos vienen de isogenias entre curvas elipticas. Este método se
llama 2—descenso (cf. §3 de [ST09] o el capitulo 6 de [Hus04]). Para aplicar este método de manera
sencilla, primero consideramos curvas elipticas que tienen al origen del plano afin como un punto
de orden 2.

En general, sea E una curva eliptica sobre Q definida por una ecuacion de la forma

E : y? =2+ ar® + bz,

donde a,b € Z y cuyo grupo de puntos racionales también denotamos por

Notacion.
G = E(Q).

El neutro lo denotamos por O y al origen lo denotamos por 7' = (0,0); 7" es un punto de orden
2. Los puntos de orden 2 son O y los puntos de la forma P = (z,0). Como las coordenadas de P
tienen que satisfacer la ecuacién de F, tenemos que

= 2° + ax® + bx = (2 + ax + b).

Por lo tanto el discriminante a? — 4b de la ecuacién cuadratica 22 + ax + b = 0, es un cuadrado
perfecto si y sélo si las soluciones x; y xy de 22 + ax + b = 0 son racionales. De esta manera
tenemos que si a? — 4b es un cuadrado perfecto, hay 4 puntos racionales cuyo érdenes dividen 2,
i.e. ker[2] = {O, T, (x1,0), (x4,0)}. Por otro lado, si a? — 4b no es un cuadrado perfecto, entonces
(21,0), (2,0) € G y asi solamente hay 2 puntos racionales de orden 2. Resumimos estos dos hechos
en la siguiente formula:

4 a® — 4b es un cuadrado perfecto
(6.3.11)

#ker[2] = { :
2 a? — 4bno es un cuadrado perfecto
Por lo tanto ya calculamos el término # ker[2] de (6.3.10). Ahora nos falta calcular (G : 2G). Para
esto descomponemos el homomorfismo [2] : G — G como composicién de otros dos homomorfismos,
pero primero necesitamos construir una curva eliptica auxiliar asociada a FE.
Para toda E podemos construir una curva eliptica E sobre Q definida por:

E :y*=2%+az*+bxr, donde a:=—2a, b:=a®—4b.

Denotamos por G al grupo de puntos racionales de E y también denotamos por O al neutro de £y
T al punto (0,0) de E. Observe que b es el discriminante de la ecuacién cuadratica 22+ ax +b =0
y por lo tanto la férmula (6.3.11) se puede reescribir segtin si b es cuadrado perfecto o no.
Observe que si repetimos dos veces esta construccién obtenemos la curva E definida por la
ecuacién y? = 23 + 4ax?® + 16bz que, bajo el cambio de variable admisible ' = 4x y ¢/ = 8y
obtenemos la ecuacién original de F, es decir F = E.
Ahora consideramos la siguiente funcién: ¢ : E — E definida por:

(2 5) @y #0.T
o(r,y) —{< ) ) O
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Si aplicamos ¢ a E obtenemos una funcién £ — E que junto con el isomorfismo E~E , obtenemos
la funcion ¢ : E — E definida por

N

<

o [(amte) @ #o.
Y(Z,9) : {O il

Las funciones ¢ y 1 son muy utiles para estudiar la isogenia [2] : E — FE ya que cumplen las
siguientes propiedades:

N

Proposicién 6.3.6. Las funciones ¢ y v definidas arriba cumplen las siguientes propiedades:

(1) ¢ y 1 estin bien definidas e inducen homomorfismos de grupos ¢ : G — Gyv:G— G con
nicleos {O, T} y {O, T} respectivamente.

(1) La composicién de los dos homomorfismos es la multiplicacion por 2, i.e. Y(p(P)) = [2]P
para toda P € G y p(¢(P)) = [2]P para toda P € G. Si abusamos de notacion, esto lo
podemos denotar por

bop=1[2]=ypoy.
(1) T € o(G) (resp. T € ¥(Q)) si y solo si b (resp. b) es un cuadrado perfecto.
(v) Si P=(Z,9) € G con T #0 (resp. P = (1,y) € G, v #0), entonces
P e o(G) (resp. Pe(G)) <= z€Q (resp. = € Q) son cuadrados.

Demostracion. Véase la proposiciéon 3.7 de [ST09] para ver que ¢ y 1 estdn bien definidas y que
cumplen (7) y (4i). Véase §3,5 de [ST09] para la prueba de los otros dos incisos. O]
Observe que el inciso (11) garantiza que 2G = ¥(¢(G)) € ¥(G) € G. Por lo tanto la férmula

(6.3.10) para el rango se convierte en
2" (# ker([2])

Por otro lado, tenemos que

(6.3.10) _ _

(G:2G) = (G : (G (W(G) : 2G). (6.3.12)

(G 9(G))
(ker ) : o(G) Nker)’
donde el paso (*) se sigue de una propiedad de homomorfismos de grupos abelianos.® Por lo tanto
si combinamos (6.3.12) y (6.3.13), obtenemos una nueva férmula para el rango:

P (GY(G)(G:p(G))
(ker ¢ : o(G) Nker)) - # ker[2]

8Estamos usando el siguiente resultado general de teoria de grupos abelianos: Si f : G — G’ es un homomorfismo
de grupos abelianos y H C G un subgrupo de indice finito, entonces

(f(G): f(H)) = (kerf(f;l;lzler )

(¥(G) :2G) = (¥(G) : ¥(¢(G))) =

(6.3.13)

Esto se sigue de los teoremas de isomorfismo que nos dan:

f(G) . G/kerf G N G/H N G/H

f(H) " H/HNkerf H+kerf (H-+kerf)/H kerf/(HNkerf)
En el texto usamos G =G, f =y H = ¢(G).
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Primero calculamos (kerv : ¢(G) Nker). Como kery = {O, T}, hay solamente dos posibles
valores para (ker ¢ : ¢(G) Nker):

» Si T € ¢(G), entonces p(G) Nkertp = kery y asf (ker : o(G) Nkery) = 1;
» Si T ¢ o(G) tenemos que p(G) Nkery) = {O} y ast (ker v : o(G) Nkervp) = #keryp = 2.

Podemos juntar estos dos casos con el inciso (111) de la proposicién 6.3.6, obtenemos la siguiente
formula: )
1 b es un cuadrado perfecto

(kerv) : o(G) Nkery) = {

2 bno es un cuadrado perfecto

Esta férmula es afortunada porque al multiplicar (ker ¢ : ¢(G)Nker ) por la férmula (6.3.11) para
# ker[2] obtenemos (ker ¢ : ¢(G) Nker) - # ker[2] = 4 y por lo tanto:

22 = (G (Q) (G : (@) (6.3.14)

y el problema de calcular el rango se reduce a estudiar las imagenes de ¢ y .
Para esto recurrimos a una funcién puramente aritmética: consideramos Q* como grupo multi-
plicativo y tomamos el cociente con su subgrupo de cuadrados Q*2, con esto definimos:

z(P) (mod Q) z(P) #0
a: G — Q/Q* con a(P)=<1 (modQ*?) O
b (mod Q*?) T

P
P

W

De manera andloga, podemos definir & : G — Q*/Q*2; simplemente hay que agregar en donde

sea necesario.

Lema 6.3.7. Sea G el grupo de puntos racionales de una curva eliptica E/Q. Las funciones « :
G — Q' /Q? ya:G— Q*/Q*2 son homomorfismos de grupos y ademds:

ker o = (@), kera = ¢(G).
En particular tenemos que
(G 9(G) = #a(G),  (G:9(G) =#a(G),
y por lo tanto, sir es el rango de E, tenemos:
2247 — 4a(G) - #a(G).

Demostracion. Solamente consideramos « y observamos que la misma prueba funciona para a.
Para probar que « es un homomorfismo de grupos, recordemos que en la seccion 2.1 deducimos
varias ecuaciones que deben cumplir las coordenadas de P, ) y P + (). En particular la ecuacion
2.1.11 nos dice que:

2(P)z(@z(P+Q)=p,  p=y(P)- z(P) € Q,
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o en particular

2(P)z(Q)x(P+ Q) =1 (mod Q*?),
donde estamos utilizando la notacion de congruencia en el contexto multiplicativo. Si multiplicamos
ambos lados de la congruencia por z(P)z((Q)) entonces obtenemos

#(P +Q) = z(P)z(Q) (mod Q?),

porque z(P)?* = z(Q)* =1 (mod Q*?) ya que z(P),z(Q) € Q. Salvo algunos pocos casos, como
cuando ) = T, hemos probado que « es un homomorfismo de grupos; el resto de los casos se sigue
de la definicién de a.

Ahora probamos que el niicleo de « es la imagen de 1. Primero sea P € kera. Si P = O,
trivialmente tenemos que P € ¥(G). Si b € Q*2 entonces puede suceder que P = T, pero por el
inciso (111), como b es un cuadrado perfecto, entonces P = T € (G). Por tltimo si P # O, T,
entonces

Pckera <= 2(P)cQ? <<= Pcy(q),

donde (*) es exactamente el inciso (1v). Con esto concluimos que ker a = ¢(G). Las siguientes dos
afirmaciones del lema se siguen del primer teorema de isomorfismo y de la férmula (6.3.14) para el
rango que deducimos arriba. O

Con este lema, hemos reducido el problema de calcular el rango de la curva eliptica Xy(15), a
calcular la imagen de « y &. Para hacer esto, vamos a deducir una condicion necesaria que cumplen
los elementos de la imagen de a. Esto nos va a producir una lista de posibles candidatos y por lo
tanto un algoritmo para calcular puntos en la imagen.

En general sea a(P) € a(G) donde P = (z(P),y(P)) € G. Si x = 0, entonces y(P)* =
0(02°4+a0+b) =0y asi P =T. Entonces o(T) = bQ** € a(G). Si y = 0 entonces 0 = x(z* + azx +b)
y por lo tanto z puede asumir uno de los siguientes tres valores:

—aj:\/a2—4b_ —a+ Vb
2 N 2

z =0, T =

Si x = 0 nos regresamos al caso P = T', entonces supongamos que x = (a £ \/3)/2 Si b no es un
cuadrado perfecto, entonces z ¢ Q y por lo tanto P ¢ G por lo que no obtenemos un punto nuevo
en a(G). Si b es un cuadrado perfecto, por ejemplo b = d?, entonces

—atd —a+d —atd
(“2 ,O)EG — a( “2 ,0): a2 Q. (6.3.15)

Por lo tanto los dos elementos %(—a + d)Q*? estdn en la imagen de a.
El dltimo caso zy # 0 lo tratamos en el siguiente lema:

Lema 6.3.8. Sea G el grupo de puntos racionales de una curva eliptica E definida por y*> =
23 + ax® + bx. Para todo punto P = (x,y) € G tal que xy # 0, existe un divisor § de b, positivo o
negativo, tal que la ecuacion diofantina:

X?=F5(Y,Z), dondepor Fs(Y,Z):=6Y*+aY?Z>+byZ* (b= dby)
tiene una solucion (X, Yo, Zo), con Yy # 0, y ademds, cuando Zy # 0:

2
p— <5Lg 5X_f/0)  o(P) =6 (mod Q).
ZO ZU

Si Zy = 0 tomamos P = O y por lo tanto a(P) =1 (mod Q*?).
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Demostracion. Sea P = (x,y) € G tal que x # 0y y # 0. Como z,y € Q, podemos reescribir estas

fracciones como
m n

T = — y:_
627 637

donde n,m,e € Z, e > 0 y las fracciones son irreducibles. Como P es un punto sobre la curva
eliptica, sus coordenadas satisfacen la ecuacion que define a E. De esta manera tenemos:

9 2
ﬁ — T m_ + a@ + b — TL2 = m(m2 + am€2 + €4b).
e3 e? \ et e?

Por otro lado, sea § = +(m, b), un maximo comun divisor de m y b, donde elegimos el signo de
tal manera que 0m > 0. Con esto en mente escribimos m = dmg y b = dby donde, por construccion,
tenemos que (mg, by) = 1. Si sustituimos estas expresiones en la ecuacién anterior, obtenemos:

n? = dmo(8°m? + admoe?® + e*dby) = 6*mo(dma + ae*mq + e*by), (6.3.16)
?n? = d|n
Con esto, escribimos n = dny y volvemos a sustituir en la ecuacién (6.3.16) para obtener:
§*ng = mo(dm + ae’®mg + e'by) = ni = mo(dmj + ae’*mq + e*by). (6.3.17)

El siguiente paso es probar que los dos factores del lado derecho, mgy y dmg + ae*mqg + e*by,
son primos relativos. De esta manera tendriamos que ambos factores son cuadrados perfectos. Para
esto, supongamos que existe un primo p que es un factor comin. Primero observemos que como
p | moy (mg,by) =1, entonces p 1t by. Ademéds tenemos que:

b
plomd+ac’my+e'ty = pleib Y plet = ple
pl(mg,e) = pl(me)=1 —«.
La contradiccién es por eleccién de m y e que tomamos como primos relativos. Por lo tanto el primo

p no puede existir y asi mg y dmé + ae’*mg + €*by son primos relativos.
Gracias a lo anterior y a (6.3.17), existen enteros N y M tales que

M? = my, N? = 5mg + ae’mg + e*by.

Con esto, (6.3.17) implica que ny = MN. Si sustituimos estas nuevas expresiones en (6.3.17),
obtenemos:

(MN)? = M?*(6M* 4 ae*M? + e*by) == N?=5M* + aM?e® + bye*.
Por lo tanto (X, Y, Z) = (N, M, e) es una solucién de la ecuacién diofantina:
X? =6V +aY?Z? + by Z".
Ademas, el punto P tiene coordenadas:
2
e (3.3) - (4528,
Por lo tanto
a(P)=0— =6 (mod Q**) == § (mod Q*?) € a(G).
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Observe que la implicacion del lema se puede invertir en el siguiente sentido: dado un divisor &
de b, si la ecuacién diofantina X? = F3(Y, Z) tiene una solucién no trivial (Xy, Yy, Zy) con Yy # 0,
entonces el punto (8Y2Z,2,6X,YoZ, ) satisface la ecuacion E : y? = 2 + az? + bx y por lo tanto
es un punto racional de la curva FE.

Por lo tanto el lema anterior nos sugiere un algoritmo para calcular la imagen de «a: se toman to-
dos los divisores de by vemos si la ecuacién diofantina X? = F5(Y, Z) tiene solucién; los que tengan
solucién nos producen elementos en la imagen de la forma a(0Y2Z, 2 6X,YyZ;%) =6 (mod Q*?)
y todos los elementos en la imagen surgen de esta manera.

Podemos mejorar el algoritmo. Supongamos que hay dos divisores d; y dy tales que §; =
8y (mod @Q*?). Entonces existe un racional d/e € Q tal que §;€?> = dyd?. Esto implica que el
punto P asociado a la solucién (X, Yo, Zp) es igual a:

P = (6,Y77y2, 61 X0Y02y ) = (62(dYy)*(eZy) 2, 62(deXo)(dYo)(eZo)™?),

que es el punto asociado a la solucién (deXy, dYy, eZy) de la ecuacion diofantina asociada a dy, en
efecto:

b 2 bd?
02(dYo)* + a(dYs)*(eZo)* + 5—(620)4 = %51 (dYo)" + a(dYp)*(eZo)® + @(eZo)4
2 1
= 2d*(6Y, + aYEZE + by Zy)
=e?d*X?,

(deXy)? = Fs,(dYy, eZy).

Acabamos de probar que si §; = do (mod Q*?) entonces X2 = F, (Y, Z) tiene solucién si y solo si
X? = Fs,(Y, Z) tiene solucion.

Por lo tanto si partimos el conjunto de divisores de b en clases de equivalencia médulo Q*?,
entonces basta verificar si X2 = F3(Y, Z) para solamente un divisor § por cada clase de equivalencia.
De esta manera tenemos el siguiente algoritmo para calcular la imagen de «:

Algoritmo 6.3.9. Calculo de a(G). Sea G el grupo de puntos racionales de una curva eliptica F

definido por y? = 2® + az? + bx. Denotamos por ® al conjunto de divisores positivos y negativos
de b.

1. Se parte © en clases de equivalencia médulo Q*? y se toma un sistema completo de residuos
D' ={61,...,0,} médulo Q*2.

2. Se toma un divisor §; € ®’. Se determina si la ecuacién diofantina X? = 6;Y*+aY 222 +b; 24
(donde b = 4;b;) tiene una solucién (X;,Y;, Z;) con Y; # 0. Si existe una solucién, entonces
§ (mod Q**) € a(@) y se cambia de divisor. Si no tiene solucién, se cambia de divisor. Se
repite hasta terminar los divisores en ©'.

3. La lista de divisores médulo Q*2, que inducen ecuaciones diofantinas con soluciones, es la
imagen de a.

Nota. A pesar de que las hipdtesis del lema 6.3.8 piden que las coordenadas del punto P = (x,¥)
sean distintas de cero, el algoritmo alcanza a incluir el caso cuando y = 0. En este caso, como
P € G, b= a®— 4b es un cuadrado perfecto, i.e. b = d* para alguna d € Z, vimos que =%=4Q*
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son dos elementos de la imagen de a (cf. la ecuacién (6.3.15)), pero el algoritmo anterior ya nos
produce estos dos elementos. En efecto, b admite la factorizacion

—a+d—a—d

b —
2 2

Si tomamos § = (—a + d)/2, entonces la ecuacién diofantina:

X2 0 E Ay T0Fd

tiene la solucién trivial (Xo, Yy, Zo) = (0,1,1) y por lo tanto el algoritmo nos produce los dos
elementos %id(@*?

Usamos este algoritmo para probar que

Proposicién 6.3.10. El rango de la curva modular eliptica Xo(15) es 0, por lo tanto, si G =
Xo(15)(Q) es su grupo de puntos racionales, entonces G = Gior y #G = 8.

Demostracidn. Si aplicamos el algoritmo a la curva Xo(15) con la ecuacién de Weierstrass y? + zy +
y = 23+ 22— 102 — 10, los coeficientes de las ecuaciones diofantinas son muy grandes para describir
el proceso en este texto. Entonces, como el rango es invariante bajo isogenias (cf. la segunda nota
después del teorema 2.1.8), vamos a cambiar X((15) por una curva iségena que tenga coeficientes
m4s pequenios: y? = 23 — 271 +8694.9 Con el cambio de variable (z,y) — (92 — 21, 27y), obtenemos
una ecuacion de Weierstrass de la forma adecuada para aplicar el algoritmo 6.3.9:

E : y* =23 —72% 4 162.

Las constantes necesarias para el algoritmo son a = —7 y b = 2%. De una vez calculamos la curva
eliptica asociada: B
E : y* =2 4 142% — 152,

donde @ = 14 y b = —15. Primero aplicamos el algoritmo a E:

1. Todo divisor ¢ de b es de la forma +2% donde 0 < o < 4. Si 2 | o, entonces 0 es un cuadrado
perfecto y £6 = +1 (mod Q*?); si 2 { a tenemos £2% = +2 (mod Q*?). Por lo tanto.

9 ={-2,—1,1,2}.

2. La ecuacién asociada al divisor d | b

16
X2=F5(Y,Z)=6Y* - TY?Z* + FZ4
no tiene solucién real (no trivial) cuando § < 0, en efecto, si § < 0, todos los coeficientes
de F3(Y, Z) son negativos y por lo tanto § (mod Q*?) & «a(G); descartamos los divisores
negativos y nos quedamos con solamente § = 1,2. Si 6 = 1 tenemos que

(1,1,0) es una solucién de X? =Y* —7Y?2? +162*.

9Esta ecuacién aparece en las tablas de Cremona [Cre97] en la clase de isogenia de curvas de conductor 15 porque
Xo(15) tiene conductor 15 (cf. el ejemplo 2.5.13).
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Por lo tanto 1 (mod Q*?) € a(G), pero esto ya lo sabiamos porque a(O) =1 mdéd Q*2. Sin
embargo, si § = 2, la ecuacién diofantina X2 = 2Y* — 7Y27? + 874, no tiene soluciones.

Para ver esto reducimos la ecuacién modulo 4:
X2=2V} + V222 = Y2(2Y2 + Z2) (mod 4). (6.3.18)

Hay dos casos segin si Y = 06 Y? =1 (mod 4), ya que éstos son los tnicos residuos
cuadraticos médulo 4. Si ocurre lo ultimo tenemos:

2 (mod4) Z2=0 (mod4)

—<. (6.3.19
—1 (mod4) ZZ=1 (mod4) ( )

Yi=1 (mod4) = XSEQ—i—Zgz{

Por lo tanto necesariamente tenemos Y@ = 0 (mod 4) o equivalentemente 2 | Y. Esto, junto
con la congruencia (6.3.18), implica que X2 =0 (mod 4) y también 2 | Xj.

Por lo tanto existen xg,yo € Z tales que Xy = 2x9 y Yy = 2yp. Si sustituimos esto en la
ecuaciéon diofantina original para 6 = 2, obtenemos:

dap = 32y — 28y0 Ze +875 = A8y —Tys Z3+27Zy) = xf = Sys—TysZa+27Z;. (6.3.20)
Modédulo 4 la ecuaciéon se vuelve

x8 = Z3(yg +228) (mod 4).

Si Z3 = (mod 4) obtenemos la misma contradiccién que en (6.3.19), entonces Z3 =
0 (mod 2), i.e. Zy = 2z para alguna zy € Z. Esto, junto con la congruencia anterior, implica
que también 3 = 0 (mod 4); escribimos o = 2x; para alguna z; € Z. Sustituimos estas
expresiones en la ecuacion (6.3.20) para obtener

Ar? = Qb — 28222 + 3220 = 2 =2t — T2 482,

es decir (z1,v0,20) = (Xo/4,Yy/2,Zy/2) es una solucién a la ecuacién diofantina X? =
(Y, Z).

Observe que las entradas de la nueva solucion son estrictamente menores que las entradas
originales y en particular 0 < Y;/2 < Yj. Por lo tanto podemos construir una cadena infinita
de soluciones enteras cuyas entradas decrecen estrictamente, lo cual es imposible. Esto es un
ejemplo de descenso infinito, un método famoso para probar que una ecuacién diofantina no
tiene solucién. Por lo tanto X? = F,(Y, Z) no tiene soluciones y de esta manera el divisor
0 = 2 no contribuye a la imagen.

3. Por el paso anterior el unico divisor cuya ecuacién diofantina asociada tenia solucién era
0 = 1. Por lo tanto
a(G) ={1 (mod Q**)} = #a(G)=1 (6.3.21)

Ahora aplicamos el algoritmo a E:

1. Todos los divisores de b son libres de cuadrados, entonces ninguna pareja de divisores son
congruentes médulo Q*2 y por lo tanto

D =9 ={-15-5,-3,-1,1,3,5,15}.
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2. Ahora estudiamos las ecuaciones diofantinas asociadas a la curva E: para todo divisor § € D',
la ecuacién diofantina asociada a 6 es X2 = F5(Y, Z) donde Fj esté definida por

. 15
F5(Y,Z) = 6Y* +14Y% 2% — ?Z“.

Al tanteo, uno puede encontrar soluciones pequenas a varias ecuaciones diofantinas. Por
ejemplo:

(0,1,1) es una solucién de  X? =Y* +14Y?2% — 152* y X? = —15Y* 4 14Y?Z? + 12,
(4,1,1) es una soluciéon de X2 =5Y* +14Y?2Z% —32* y X? = -3Y* + 14Y?2Z% + 52%.

Entonces las ecuaciones asociadas a 6 = —15, —3, 1, 5 tienen soluciones. Por lo tanto:

{~15 (mod Q*%), -3 (mod Q*?),1 (mod Q*%),5 (mod Q*)} C a(Q). (6.3.22)

El resto de las ecuaciones no tienen soluciones gracias al método de descenso infinito. Como

ya hemos descrito con detalle este proceso para la curva E, solamente mencionamos bajo
qué médulo sale la contradiccion. Para F_1(Y, Z) v Fi5(Y, Z), reduce médulo 8 porque ahi
F 1 = Fi5 (mod 8); para F3(Y,Z) v F_15(Y,Z), reduce médulo 16. En ambos casos, la
existencia de una solucion nos produce una contradiccién mediante un argumento de “descenso
infinito”.

3. Los tnicos divisores que inducen ecuaciones diofantinas con soluciones son § = —15, -3, 1, 5,
es decir la contencién de (6.3.22) es una igualdad:

#a(G) = 4. (6.3.23)

Para terminar juntamos nuestras formulas para las imagenes de «, (es decir (6.3.21) y (6.3.23)),
y sustituimos en la férmula del rango de F del lema 6.3.8 para concluir que:

M — 4 — r=0.
O

Como el rango de X(15)(Q) es cero, entonces concluimos que tiene 8 elementos. En la seccién
3.2 vimos que T'o(15) tiene las cuatro cuspides 0, %, %, oo (cf. el ejemplo 3.2.7) que corresponden a
puntos racionales sobre Xy(15) y por lo tanto Yy(15)(Q) = X¢(15)(Q) — {cuspides} tiene cuatro
puntos racionales no cuspidales.

Sea X2(15) un modelo de X((15) sobre Q y sea Cy5/Q el modelo afin de Xy(15) construido en
la secci6n 4.2; ambas variedades tienen a Q(, j15) como campo de funciones racionales. Sea Yy2(15)
la subvariedad abierta de X}(15) que corresponde a Yy(15)(Q) C Xo(15)(Q).

Cracias al teorema 4.3.5 existe una funcién suprayectiva de Sp(15)(Q) — Y 2(15)(Q) cuya
composicién con Y 2(15)(Q) — Ci5(Q) es [E,C] — (§(E),j(E/C)). Como Y,2(15)(Q) tiene cuatro
puntos, a los més hay cuatro posibles valores de j(E) para toda [E,C] € Sy(15)(Q). En seguida
calculamos estos posibles valores.
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Proposicién 6.3.11. Sea E/Q una curva eliptica con un subgrupo ciclico de orden N que sea
G —estable. Entonces j(E) solamente puede tomar uno de cuatro posibles valores racionales:

J(E) € {—2715% —2735%241° —27°5129° 2719512113},
Demostracion. Supongamos que E/Q tiene un subgrupo ciclico C' C E(Q) de orden N y Gg—estable.
Por definicién, esto implica que [E,C] € Sp(15)(Q) (cf. la seccién 4.3). Por el teorema 4.3.5, te-
nemos que existe una funcién suprayectiva Sp(15)(Q) — Y,2(15) donde Y;2(15) es la subvariedad
abierta del modelo racional X(()@ (15) menos sus puntos cuspidales. La composicién con la funcién
Y2(15)(Q) — C15(Q) nos da la funcién [E, C] = (j(E), j(E/C)) donde Cy5 es la curva afin definida
por los ceros del polinomio modular ®5 de la seccion 4.2.

Cada punto racional (z,y) de Yy(15) con coordenadas dadas por la ecuacion de Weierstrass
y?+axy+y = 23+ 22 — 102 — 10 (que calculamos en las proposiciones 6.3.5 y 6.3.10) corresponde a
un punto racional (j(E), j15(E)) € Cy5. Como C(X(15)) = C(z,y) donde z y y son los n—cocientes
de la proposicién 6.3.4, y como C(Cy5) = C(j, j15) por construccién, se tiene C(z,y) = C(7, jn).
Por lo tanto j es una funcién racional en x y y. Para calcular esta relacion uno tiene que comparar
la serie de Fourier de j y la serie de Fourier de una expresién racional arbitraria en x y y. Para
facilitar la exposicion, usamos el truco de Fricke.

Maés precisamente usamos el cambio de variable 6.3.5 para convertir un punto racional P =
(x,y) con coordenadas de Weierstrass en un punto racional P’ = (7,0) que satisface la ecuacién
0% =74 — 1073 — 1372 4+ 107 + 1. Para hacer recordemos la primera coordenada 75 de la ecuacién
de Fricke para Xy(5), cf. la nota después de la prueba del lema 6.3.4. Una vez en las coordenadas
(1,0) usamos dos férmulas de Fricke:

™ -9 —9r —1—0o(r? —47 - 1)

- 6.3.24
T5 27 ) ( )
2110 5)3
j= 10w +5)° (6.3.25)
75

que son respectivamente las féormulas (9), p. 440, y (13), p. 393 de [Fri22]. Si combinamos ambas
formulas obtenemos una expresion racional para j en términos de 7 y o. Si hacemos este calculo
para todos los puntos racionales de X((15) obtenemos:

1. Para (x,y) = (—13/4,9/8), j = 2719512113,
2. Para (z,y) = (—1,0), j = oo,
3. Para (z,y) = (3,-2,), j = —27551293,

5. Para (z,y) = (8,18), j = oo,
6. Para (z,y) = (=2,—2), j = —2715%
7. Para (z,y) = (—2,3), j = o0,

8. Para el punto al infinito O tenemos que j = —273522413,
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Las cuatro veces que j = oo corresponden a las cuatro cuspides de X(15).
Por lo tanto los cuatro puntos racionales no cuspidales (—2,—-2),0,(3,—-2) y (—13/4,9/8) de
Xo(15) corresponden a los cuatro puntos

(—2715% ), (—27%5%241°, ), (=27°5129% )y (271°51211%, )
en el modelo Cy5 de X((15) sobre Q. O

Nota. Para cada j € {—2715% —272522413, —27°5129° 271551211} construimos la curva E; defi-
nida por:
36 1

o1mst T o ames

E; - v+ oy =2 —

Por construccién j(E;) = j. Ahora llevamos la ecuacién de E; a la version simplificada donde
los cambios de variable admisibles son de la forma = = u?z’ v y = u®y. Buscamos una v € Q
adecuada para hacer el cambio de variable para simplificar los coeficientes. En seguida describimos
este proceso para j = —25/2:

- - I RIS i
ry=a"+—rx+-—" =z’ — x
y Ty y 502 502

34817 3481
—  y* =2 — 6750 — 79650 (u=1/v/-59). (6.3.26)

Definimos F; como la curva dada por la ecuacién (6.3.26). Similarmente podemos construir curvas
elipticas Es, E3, E4/Q tales que j(E;) es el i—ésimo valor del conjunto

{—27152 273522413 —2755129% 2715512113},

En estos casos, solamente mencionamos que los parametros u; que se usan en el cambio de variable
para simplificar Ej(g,) son, en orden:

. 1 \/ 241 \/ 29 \/ 211
U ) - ) - 3 T i rEor .
V=59 18707 2105 15535

Por lo tanto el cambio de variable que lleva Ejg,) en E; estd definida sobre Q(u;) y en particular
Ejg,) es isomorfa a una E; sobre una extensién cuadratica de Q.

Estamos en posicion de probar el teorema principal de esta seccion:
Teorema 6.3.12. Sea E/Q una curva eliptica semiestable en 5. Entonces
pE3 es reducible = pps es irreducible.

Demostracién. Sea E/Q una curva eliptica semiestable en 5. Sea y?+axy+asy = r3+asr®+asr+ag
una ecuaciéon de Weierstrass minimal global (cuya existencia se sigue de la proposicién 2.5.5) con
discriminante A. Supongamos que pg3 es _reducible y por contradiccién, supongamos que pg s

también es reducible. Por el lema 6.3.2, E(Q) contiene un subgrupo C' ciclico de orden 15 estable
bajo la accién de Gg.
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Por lo tanto [F, C] € Sy(15)(Q) y por la proposicién 6.3.11, j(E) toma uno de cuatro posibles
valores racionales. Aqui solamente consideramos el primer caso j(E) = —25/2 = j(F;). Por el
corolario 2.1.7, tenemos que

= u’w, 59
E = E; sobre K :=Q(1/59¢) bajo el cambio de variable reue u V59

youly, | 5VG

porque c(FE;) = 5% - 59.

Por otro lado consideramos a E; definida sobre Q5. El discriminante de la ecuacion de Weiers-
trass simplificada de E; es A; = —2!33125%, Bajo el cambio de variable x = 362’ + 3, y =
216y — 108z — 108 la ecuacién de Weierstrass se convierte en:

VA oy+y=a>—2 -2, (6.3.27)

con discriminante A; = —2-5%. Observe que la ecuacién es minimal (sobre Q5) ya que v5(A;) < 12,
donde v5 es la valuacion 5—adica de Q5 (cf. el ejemplo 2.4.2). De hecho, la ecuacién se mantiene
minimal sobre cualquier extensién finita de Q5 porque si L es una extensién finita de Q5 con
valuacién ¥ que extiende la valuacién 5—édica de Qs, entonces U(A;) = v5(A;) = 4 porque A €
7 C Qs.

Ahora consideremos la extension cuadrética K5 := Qs5(1/59¢) de Q5 donde 5 es la extensién a
K5 de vs. Por hipdtesis tenemos que E/Q es semiestable en 5, i.e. E/Qj5 es semiestable, entonces
por el teorema 2.4.6 tenemos que F /K5 es semiestable en 5. De esta manera 05(A) = 06 05(A) > 0
v U5(cs) = 0. Con el valor D5(A;) = v5(—2-5%) = 4 y las férmulas de cambio de variable podemos
calcular:

195(A) 195(A1u12) = 195(A1) + 6&5(u2) =4 + 6&5(5903/2506)

4+ 6<0 4 ous(ca) — 2 — y5(06>) — 12u5(cs) — 6us(cg) — 8. (6.3.28)

Observe que si U5(A) = 0, la férmula anterior se reduce a 8 = 6(2v5(cs) — v5(cg)) lo cual
implica que 6 | 8 porque vs(cy), v5(cs) € Z. Esto es una contradiccién y por lo tanto 5(A) > 0y
Us(cs) = v5(cy) = 0. Sin embargo, estas dos condiciones no pueden suceder simultdneamente con la
férmula (6.3.28). En efecto, si v5(cs) = 0, entonces el lado derecho de (6.3.28) es negativo lo cual
contradice que 75(A) > 0. Por lo tanto concluimos que 5(A) > 0y 05(cy) > 0, i.e. que E/Kj5 tiene
reduccién aditiva lo cual contradice que E /K5 es semiestable. Esta contradiccién surge de que pg s
es reducible y por lo tanto terminamos la prueba. O]

6.4. Familias de curvas elipticas moédulo 5

El propésito de esta seccién es probar el siguiente paso crucial en la prueba del teorema de
modularidad para curvas semiestables:

Teorema 6.4.1. Sea E/Q una curva eliptica semiestable. Si pps es irreducible, entonces existe
una curva eliptica E'/Q semiestable tal que prs = prrs y prrs es irreducible.

La prueba se divide en tres pasos. El primer paso es realizar a F como una fibra de una
superficie eliptica sobre una curva definida sobre Q y gracias a esta construccion, las demas fibras
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(salvo una cantidad finita) corresponden a curvas elipticas cuyas representaciones en los puntos de
5—torsién son isomorfas. El segundo paso es encontrar una fibra, i.e. curva eliptica £’, tal que pg 3
sea irreducible. El tercer paso es ver que la semiestabilidad de E se transfiere a E' mediante el
isomorfismo pg s = pp 5.

El primer paso es esencialmente debido a Rubin y Silverberg y aparece de manera completa
en [RS97]. Aqui seguiremos esta exposicién solamente en el caso p = 5 que es el que nos interesa
por el momento. El segundo paso, y mucho de esta seccién en general, viene en [Rub97|. El tercer
paso es esencialmente una proposicién que aparece en [Sil97] que se basa en resultados preliminares
del trabajo de Grothendieck sobre modelos de Néron en [Gro72].

En seguida enunciamos cada paso como una proposicién junto con algunas observaciones (pro-
posiciones 6.4.2, 6.4.3 y 6.4.4 respectivamente). Después probamos el teorema principal usando las
tres proposiciones. Cerramos la seccién con las pruebas de cada paso.

Las proposiciones son:

Proposicién 6.4.2. Sea E/Q una curva eliptica con invariante j = j(E). Entonces ezisten dos
polinomios a(t),b(t) € Q(t), que dependen de los coeficientes de Weierstrass de E tales que la
familia de curvas:

B, y* =2 +a(t)x + b(t), (teQ)

cumplen que pgs = pg, 5 para todat € Q salvo una cantidad finita de valores. En particular E' = Ej.

Proposicién 6.4.3. Sean E y E' dos curvas elipticas sobre Q tales que pp N = pg N para alguna
N > 5. Sil es un primo tal que {1 N. Entonces tenemos:

E es semiestable en { +— E' es semiestable en Y.

Nota. Si N = 2, 3,4, entonces el teorema no es cierto porque la hipdtesis es muy débil. Se requiere
que F tenga reduccién buena en ¢ para concluir que E’ es semiestable en ¢. Véase §7 de [Sil97] para
ejemplos concretos donde el teorema no es valido para N < 5. Como nosotros estamos interesados
en el caso N = 5, esto no produce problemas para nuestra aplicacion.

Proposicién 6.4.4. Sea {E;} la familia de curvas elipticas de la proposicion 6.4.2. Entonces para
toda t € Q, salvo posiblemente una cantidad finita de valores, tenemos que pg, s es irreducible.

Nota. Esta proposicion se sigue de un resultado importante, la verificacién de la conjetura de
Mordell-Weil, debido a Faltings: sea K un campo numérico y L una extension finita de K, entonces

X/K es una variedad proyectiva lisa de género >2 = X(L) es finito. (6.4.1)

Véase [Fal83] para una prueba.

Demostracion. (del teorema 6.4.1) Sea £//Q una curva eliptica semiestable, dada por una ecuacién
y*> = 23 +ax+b con discriminante A = —16(4a3+27b%) y coeficiente ¢, = —a/27. Por la proposicién
6.4.2 existe una familia de curvas elipticas { E} }1eq tales que pgps = pg, 5 para casi toda t. Como E
es semiestable, por la proposicién 6.4.3, F; es semiestable en todo primo distinto de 5, para toda t.

Para probar la semiestabilidad de F; en 5, sea {t,,} una sucesion de racionales tales que {t,,} — 0
en la topologia 5—adica de Q, donde E = Ej. En particular tenemos que los coeficientes a(t,) y
b(t,) tienden a a(0) = a y b(0) = b respectivamente en la topologia 5—adica.
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Por las férmulas de E;, tenemos que Ay = —16(4a(t)® 4+ 27b(t)?) y que c4(t) = —a(t)/27, donde
c4(t) es la constante ¢4 asociada a la curva E;. Por lo tanto A;, — Ay ¢4(t,) — ¢4 en la topologia
5—édica. Como E es semiestable en 5, sucede uno de dos casos (cf. la definicién 2.4.4).

Si v5(A) =0, i.e. |Al; = 1, entonces como A;, — A en la topologia 5—&dica, concluimos que
v(A;,) = 0 para n suficientemente grande ya que v; es discreta. Por lo tanto E}, es semiestable en
5 para n suficientemente grande.

Si v5(A) > 0y vs(eq) = 0, entonces cuando ¢, — 0, concluimos que v5(A;,) — v5(A) y
vs(ca(tn)) — vs(cs). Como vs es discreta, los limites anteriores se vuelven constantes a partir de un
entero suficientemente grande. Por lo tanto vs5(A;,) > 0y vs(cqa(t,)) = 0 para n suficientemente
grande.

Con esto probamos que si tomamos ¢t € QQ suficientemente cercano a 0 en la topologia 5—adica,
E; es semiestable en 5 y por lo tanto es semiestable. Si juntamos esto con la proposicion 6.4.4,
podemos elegir ¢ suficientemente cercano a 0 de tal manera que pg, 3 es irreducible. Con esto
terminamos. [

Ahora solamente nos falta probar las tres proposiciones que usamos en la prueba del teorema
6.4.1. Primero probamos la proposicién 6.4.3 que es independiente de las otras dos. Luego probamos
la proposicién 6.4.2 y por tltimo probamos la proposicién 6.4.4.

Primero establecemos notacién. Sea ¢ € Z un niimero primo y sea v, la valuacién /—adica sobre
Q. Definimos el subgrupo de inercia absoluto de ¢, denotado por Z,, de la siguiente manera: elige
un ideal maximal 8 C Z sobre / y se define

Zy = lim Iyno,,
LOQ
donde L corre sobre todas las extensiones finitas de Galois que contienen a Q, y donde Ipnp, es el
subgrupo de inercia usual del ideal primo B N Of de L, i.e.

Iyno, = {0 € Gal(L/Q) | o(z) =z (mod PN Op), Yo € O}

Observe que Z; esta bien definido médulo conjugacion, es decir que si elegimos otro ideal maximal
B’ C Z sobre /, entonces
@ Iqs'mOL =0 lgl IquLU_la
donde 0 € G es tal que o (P) = P'. Esto se vale porque G actia transitivamente sobre el conjunto
de los ideales maximales de Z sobre /.
Ahora sea K una extensién finita de Q con anillo de enteros O y sea p C Ok un ideal primo
sobre ¢. El subgrupo de inercia absoluto de p se define similarmente como:

Ip = 1&1 qum(QL
LK
donde % C Z es un ideal maximal sobre p (y por lo tanto también estd sobre £). Similarmente al
caso anterior, Z, esta bien definido médulo conjugacion.
Observe que si elegimos P C Z sobre p, entonces podemos identificar Z, con un subgrupo de Z;.
Miés precisamente, gracias a las definiciones con limites inversos, podemos agregarle a Z, un factor
1 para todos los subcampos de L de K para identificar Z, con un subgrupo de Z;, es decir:

. I LDOK
7, = lJim {{BOOL LCK} - H 1H[qmoLC H[‘BmoL-

L2Q LCK LDK LDQ
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Como K es una extension finita de Q, solamente estamos agregando una cantidad finita de factores
que a su vez son finitos. Por lo tanto el indice (Z; : Z,) es finito y podemos concluir que si 7 € Z,
entonces 7™ € 7, para alguna M > 0.

Ahora enunciamos la siguiente caracterizacion de semiestabilidad para probar la proposicion
6.4.3.

Lema 6.4.5. Sea E una curva eliptica definida sobre un campo numérico K y p un niumero primo
fijo. Para todo primo £ # p tenemos que las siquientes propiedades son equivalentes:

1. E es semiestable en /,
2. Para toda T € Ly, todos los valores propios de pg,(T) son iguales a 1.
3. Para toda T € I, tenemos que (pp,(7) — Id)? = 0.
Demostracion. Véanse la proposicién 3.5 y el corolario 3.8 de [Gro72]. O

Nota. Recuerde que Z; estd bien definido médulo conjugacion, pero esto no afecta las afirmaciones
del lema anterior porque las condiciones (2) y (3) solamente dependen de la clase de conjugacion
del elemento 7 € Z,.

Demostracion. (de la proposicién 6.4.3) Para facilitar la exposicién, solamente vamos a probar la
proposicién para el caso N = 5 que es el caso que necesitamos en esta tesis. Sea E/Q semiestable
en { # 5y pps = pp 5. Gracias al lema anterior, para probar que E’ es semiestable en ¢ basta
probar que los valores propios de pgr 5(7) son 1 para toda 7 € Z,.

Sea 7 € I, y sea A un valor propio de pg 5(7). Gracias al teorema de reduccién semiestable
(cf. la proposicién 2.5.9), existe una extensién finita K/Q tal que E'/K es semiestable en un ideal
primo p de Ok sobre £. Por el comentario antes del lema 6.4.5, tenemos que

Tel, = dM2>1 tal que TMEIP.

Observe que podemos tomar M como el minimo que cumple lo anterior.
Como E'/K es semiestable en p y 7™ € 7, el lema 6.4.5 implica que

2 2
0= (PE',5(7'M) - Id) = (PE',5(7')M - Id) :
Por lo tanto el valor propio A de pg 5(7) satisface (AM —1)2 = 0 y en particular:

A es valor propio de pgr5(7) = 3 M >0 tal que \M = 1. (6.4.2)

[

Por otro lado, tenemos que pgs = pgr s, entonces si hacemos un cambio de base al espacio
vectorial £'[5] = F5xF5, podemos asumir que pg 5(7) = pgr 5(7). Bajo la proyeccién 7 : Moyo(Zs) —
Msy5(F5) médulo 5 tenemos que m(pg5(7)) = prs(7) vy 7(pe 5(7)) = prrs5(7) (cf. el ejemplo 5.4.2).
Entonces

7 (pps(1) = pEr5(7)) = Prs(T) = PErs(T) = 0 € Mays(TF5).

Por lo tanto pg 5(7) — pes(T) es una matriz cuyos coeficientes son multiplos de 5. Si escribimos
B :=pgs(t) y B := pp 5(T) tenemos

B' — B € 5Myy5(Zs). (6.4.3)
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Como E es semiestable en £ y 7 € Zy, el lema 6.4.5 nos garantiza que (B —1Id)? = 0. Esto se combina
con (6.4.3) para dar:

(B'—1d)? = (B' — B) + (B — 1d))?

= (B'— B)*+2(B' - B)(B —1d) + (B—1d}”.
~———— ~—_—

€5M2><2(Zs) €5M2><2(Z5)
Por lo tanto (B’ —1d)? € 5Myy2(Z5) y en particular
B’ —1d)?
C .= % € M2X2<Z5).
Ahora sean A, Ay € Qs las dos raices del polinomio caracteristico f(t) de B = pp 5(T) €

GL2(Zs). Este polinomio tiene coeficientes enteros,' entonces A\j, s € Z. Como \; es un valor
propio de B, tenemos (A; —1)?/5 es un valor propio de C' € Mayx2(Zs). Como (A; —1)?/5 € Qyen
Zs (por ser valor propio), tenemos (\; — 1)2/5 € Z. Por lo tanto ()\; — 1)?/5 satisface un polinomio
ménico g con coeficientes en Z y de esta manera A; := (\; — 1)/+/5 satisface el polinomio ménico
g(t?) € Z|[t], es decir A; € Z.

Con esto construimos los siguientes dos polinomios k., h_ € Z[t]:

hy(t) == (t+ A1) (t+ Ag), ho(t) = (t — Ap)(t — Ay)

Observe que el producto h := hh_ es un polinomio ménico en Z|t]. Los polinomios h, y h_ estan
relacionados con el polinomio caracteristico f de la siguiente manera:

he(t) = %f(l + /5t). (6.4.4)

Para probar esto vemos que 1 4 v/5A; = A;, entonces f(1 + v5A;) = f(A\) = 0 y por lo tanto
h_ | f(1++/5t). Como ambos polinomios son de grado 2, difieren en una constante que resulta ser
5 ya que f es monico y de grado 2.

Con un célculo sencillo, deducimos que el producto h = h h_ pertenece a Z[1/5][t] C Q[t].
También tenemos que h € Z[t] por construccién, entonces los coeficientes de h estdn contenidos en

ZIL/5INZCcQNZ=7Z.

Por lo tanto A y Ag, que son raices de h € Z[t], son enteros algebraicos. Acabamos de probar que
si A es un valor propio de B’ entonces (A — 1)/v/5 € Z. En particular hemos probado que

A es un valor propio de pg/5(7) = (A —1)* € 5Z. (6.4.5)

Para terminar la prueba del teorema, vamos a ver cémo (6.4.5) se combina con AM =1 de (6.4.2)
para probar que M = 1y por lo tanto A = 1. Una ultima aplicacién del lema 6.4.5 nos da que E’
es semiestable en ¢ como buscabamos.

Supongamos que M > 1. Entonces existe un divisor primo ¢ de M. Sea ¢" la potencia méas alta
de g que divide a M. Con esto definimos ¢ := AM9" que es una raiz ¢"—ésima primitiva de la
unidad. En particular, ¢ es raiz del ¢"—ésimo polinomio ciclotémico @, definido por

T

q

H z— ) (6.4.6)

=1
(j M=1

0Esto se sigue del teorema 4.3, parte a de [Gro72], ademés los coeficientes son independientes de p = 5.
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que es irreducible con coeficientes enteros cumple las siguientes propiedades
D, tiene ¢(q") = (¢ —1)¢" " raices y @, (1) = q. (6.4.7)

Ademds, si O es el anillo de enteros de Q(¢), el ideal ¢O se descompone como ¢O = (1 — ()",
donde (1 — () es un ideal primo totalmente ramificado sobre Z. Véase el lema 10.1 del capitulo 1
de [Neu99] para mas detalles.

Observe que estas propiedades son independientes de qué raiz primitiva ( elegimos. Por lo tanto
(1 — ¢7) es un ideal primo sobre ¢O para toda j primo relativo con ¢". Entonces tenemos que
(1-¢) = (1—¢) para toda (j,¢") = 1.

Por otro lado, observe que:

1—C= (M7 =AM = (1= N1+ + A" e (1-NZ
(1 —()? € (1 )\)22 C 5Z, (j=1). (6.4.8)

Por lo tanto, las propiedades (6.4.7) y (6.4.8) nos implican que:

= (D H (1—¢7y? eH1—gﬂ )Z = H1— ZCH5Z)

P esrd)z — F#5 ) eQnNZ=2
De esta manera 5¢(9°) | ¢? lo cual implica que ¢ = 5 y que
2>20(d)=(@-1)¢ "' =457 ==,

Por lo tanto g primo y r > 0 no pueden existir lo cual implica que M = 1. Por lo tanto A =1y
terminamos. O

Ahora probamos la proposicién 6.4.2, es decir cada curva E'/Q pertenece a una familia de curvas
elipticas con la misma representacion modulo 5. Para hacer esto, vamos a construir una superficie
eliptica W¥ sobre la curva P}(Q), tal que E es (isomorfa sobre Q a) la fibra de W sobre 0 y tal
que casi todas las fibras WE tienen la misma estructura de 5—torsién como Gg—médulos.

La construccién de W¥ depende de una propiedad universal que cumple la curva de Klein
W/Q(t) que definimos en seguida, o mds precisamente, la superficie eliptica W sobre P! asociada
a W . Para poder enunciar la propiedad universal necesitamos definir varias cosas.

Gracias al teorema de clasificacién de superficies elipticas (cf. teorema 2.6.3), para definir W,
basta definir una curva eliptica W sobre Q(¢). Tomamos la curva de Klein (cf. [Kle45, pg. 130]):

W y? =2 + ay(t)z + ag(t)

donde a4, ag € Q(t) estan definidos por
1
E(t% — 22811 4 494410 + 228° + 1),

1
6l — (¢34 522t% — 10005t* — 10005¢'° — 522t° + 1).

CL4(t) = —

ag(t) =
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El j—invariante de W es:

— (%0 — 2281 + 494t + 22845 + 1)3
£5(£10 + 1145 — 1)°

JW) = (6.4.9)

y define una funcién racional ¢ — j(W).
La curva de Klein tiene las siguientes propiedades de 5—torsion:

Lema 6.4.6. Sea W la curva de Klein definida arriba. Sea P(t) = (x(t),y(t)) € W(Q(t)) el punto
definido por las coordenadas

= E(t“’ +126% — 1267 4 24¢° 4 30t° + 60t" + 36t° 4 24t + 12t + 1),
1
y(8) = (1% + 1% 40" + 567 + 61° + 2167 + 29¢° + 25¢° + 15¢" + 9¢° + 48> + t).

Entonces:

1. P(t),P(Ct) € W[5], donde ¢ es una raiz 5—ésima primitiva de la unidad.
2. El subgrupo ciclico C(t) = (P(t) — P(Ct)) C WI5] es Gg—invariante y no contiene a P(t).

Demostracion. P(t), P((t) € WI5] se verifican simbdlicamente en el capitulo 7. Tenemos que
a;(Ct) = a;(t) porque a; es un polinomio en ¢°, por lo tanto las coordenadas de la isogenia @ > 5Q,
que también es una funcién racional en las a;, es invariante al cambio ¢ — (t. Esto implica que
P((t) también es un elemento de 5—torsién. Como P(t) € W(Q(t)) y P(¢t) & W(Q(t)), tenemos
P(t) y P(Ct) son vectores independientes en W [5] y asi el subgrupo ciclico C(t) = (P(t) — P((t))
no contiene a P(t). Por 1ltimo, si 0 € G, entonces

P(¢t) = o(21(¢t), y1(Ct)) = (w1(a(Q)t), y1(0(¢)E)) = P(a(C)?)

porque las coordenadas x1(t),4:(t) € Q(t). Sabemos que o(¢) = ¢* donde i = y5(c) donde s :
Go — (Z/5Z)* es el caracter ciclotémico médulo 5. Por lo tanto o P((t) = P(¢X5(9)t).

Si x5(0) = 1, entonces o actiia como la identidad en Q(¢) y por lo tanto fija a P((t). Para los
demads valores de xs5(0), tenemos que:

(Xs(0) =1)  oP(Ct) = P(Ct) = P(¢t) — OP(2),
(Xs(0) =2)  oP(Ct) = P(¢*) = 2P(Ct) — P(t),
(Xs(0) =3)  oP(Ct) = P(¢*t) = 3P(Ct) — 2P(t),
(Xs(0) =4)  oP(Ct) = P(¢'t) = 4P(Ct) — 3P(t)

(véase el capitulo 7 para los cdlculos) Observ3 que estas cuatro ecuaciones, se pueden resumir en
la siguiente féormula:

o P(Ct) = Xs5(0) P(Ct) + (1 = X5(0)) P(t).
Esta férmula prueba que el subgrupo ciclico C(t) = (P(t) — P((t)) es Gg—estable porque si
Q =n(P(t) — P(¢t)) € C(t) y 0 € Gg, entonces:
0Q = noP(t) — noP(Ct) = nP () — n(%5(0) P(CE) + (1 — (o)) P(1)
7Q = ns(0)(P(t) — P(Ct)) € C(t)

Por lo tanto C(t) es Gg—estable, ciclico de orden 5 y no contiene a P(t). O
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Sea W la superficie eliptica sobre P! asociada a 7. Definimos la categoria

E/K curva eliptica,
P € E[N], de orden N,
C C E[N] ciclico de orden N [’
G i — estables tales que P ¢ C.

(E,P,C) = (E',P,C si:
3f:EF =5 E' sobre K, ,
f(p)="r, f(C)=C"

E(NY(K) = { (E,P,C)

y al conjunto de clases de isomorfismo lo denotamos por

S'(N)(K) == E'(N)(K)/

IR

Con esta notacion, las fibras lisas W; de W son elementos de £'(5)(Q), es decir:
para casi toda ¢ € P' tenemos (W, P(t),C(t)) € £'(5)(Q). (6.4.10)

Esto nos sugiere que W es una superficie eliptica sobre la curva modular que parametriza los
elementos de S'(5)(Q). Vamos a probar més adelante que esta curva modular es isomorfa a P*.

Podemos caracterizar S'(NN)(K) con la forma bilineal de Weil ey : E[N] x E[N] = uy (cf. la
proposicién 2.1.15). Mdas precisamente definimos:

Vy = Z/NZ X [N, ny VN X Vy = uny  con TIN((abCl)a (CL2,C2)) = 51/sz7

entonces Vyy tiene una accion natural de Gk en el segundo factor y 1y es G g —equivariante bajo esta
accion, es decir n((ay,0¢y), (az,0()) = on((ay, (1), (az,(2)) para toda o € Gk. Con esta notacion,
podemos reescribir S’(N)(K) como clases de isomorfismo de curvas elipticas que preservan un
isomorfismo Vy — E[N] de Gx—mdédulos que transfiere la forma bilineal de Weil en ny. Més
precisamente, definimos:

E/K curva eliptica, (E,¢) = (E',¢') si:
Elen)(K) =< (E,¢) : ¢:Vy — E[N]de Gxg —mddulos p, 3If: FE — E sobre K, ,
v (u,v) = en(¢(u), o(v)) ¢'=fod

y denotamos por S(ey)(K) al conjunto de clases de isomorfismo. Entonces tenemos una biyeccién
S(en)(K) «— S'(N)(K)

definida por [E, ¢] — [E, ¢(1,1),0(0x ux)] y por otro lado, [E, P,C] — [E, ¢| donde ¢(a,() = aP+
@ donde @ es el tinico punto @ € C' tal que ex(P, Q) = (. En efecto, si tomamos [E, P,C] — [E, ¢|,
entonces ¢(1,1) = 1P 4+ O = P porque ey(P,0) =1y C = ¢(0 x uy) porque Q = ¢(0,¢) € C
implica que ¢(0 x py) C C'y tienen la misma cardinalidad. Observe que los comentarios anteriores
implican que tenemos los siguientes isomorfismos de G —mddulos:

(E,P,C),(E',P',C") € E(N)(K) = FE[N]2Vy<=EFEIN]. (6.4.11)

Esto, junto con el lema 6.4.6, 0 més precisamente (6.4.10), implica que para casi toda fibra W,
tenemos que W;[5] = V5 como Gg—mddulos y por lo tanto:

Lema 6.4.7. Existe un conjunto finito T C P! tal que para todas ti,ts € P! — T tenemos que
Wh, [5] £ W, [5] como Go—mddulos o equivalentemente py, 5 = pw,, 5-
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Por la teoria de modelos de Shimura, podemos realizar el conjunto de clases de isomorfismo
S’(5)(Q) como el conjunto de puntos racionales de una curva sobre Q:

Lema 6.4.8. Eziste una curva lisa afin Ys definida sobre Q y una biyeccion Y5(Q) — S(e5)(Q).
Ademas, si X5 denota la compactificacion de Ys en la topologia de Zariski, entonces hay un iso-
morfismo [ : P! — X5 sobre Q inducido por t — Wy, P(t),C(t)].

Demostracion. La existencia de Ys se sigue de la teorfa de Deligne y Rapaport en [DR73] o més
precisamente del corolario 4.7.1 de [KM85] (véase el teorema 4.3.6 y el comentario que lo procede).

Si elegimos una raiz 5—ésima de la unidad ¢, tenemos un isomorfismo Y5(C) — Y'(5) = H/I'(5)
inducido por la funcién [E, ¢] — [E, ¢(1, 1), ¢(0, ()] ya que podemos identificar los puntos de Y'(5)
con el conjunto S(5)(C) (véase el teorema 4.3.6). Por lo tanto, como la proyeccién X (5) — X (1)
tiene grado:

1 322) 5% —5
[PSLy(2) : T(5)) = 5[SLo(Z) : T(5) (322 — = 0.
El grado de esta proyeccién en C—puntos implica que la proyeccién g : X5 — X (1), inducido por
[E, P,C] — [FE], también es de grado 60. Como j : X(1) — P! es de grado 1, la composicién
h: X5 — X(1) — P! es de grado 60. Observe que h[E, P,C] = j(E).

Ahora componemos h con f para obtener:

pt L, x,

t > J(W)

donde J(W) estd dado por una funcién racional cuyo numerador y denominador son de grado 60
por (6.4.9), entonces el grado de la composicién es a lo méds 60. Por lo tanto, como el grado de
h es 60, la composicion es de grado exactamente 60. Concluimos que f es de grado 1 y es un
isomorfismo. O]

Si identificamos X5 con P!, podemos considerar W como una superficie eliptica sobre X5 con
la proyeccion 75 := f o m y seccion cero t5 := 1o h, donde 7w y ¢ son la proyeccion y seccion cero de
la superficie W. A W como superficie sobre X5, la denotamos por Ws.!t Simbdlicamente:

W=——=Ws

( lﬂ WEDLE’ (6.4.12)

Pt L x,

Resulta que los subgrupos de 5—torsién de casi todas las fibras de W5 son isomorfas entre si
como Gg—médulos. Esto también sucede para cualquier otra superficie eliptica VW sobre una curva
X' tal que W5 W' v X5 = X’ sobre Q donde estos isomorfismos conmutan con las proyecciones
y secciones cero de ambas superficies. Mds precisamente tenemos que:

E]l “5” como subindice se refiere a la torsién y no a la fibra de Ws sobre 5. El contexto dicta el significado de
esta notacién.
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Lema 6.4.9. Sea X'/Q una curva y W' = (W', 7',') una superficie eliptica sobre X', definida
sobre Q. Supongamos que hay isomorfismos vy : X' — X5 y 1 : W — W definidos sobre Q
que caben en los siguientes dos diagramas conmutativos:

W5 (LW/

(RS

Xy 20 xt

\/

Para todas ty,ty € X'(C) =T, con T un congunto finito, tenemos que las fibras Wi y W, det, y ts
respectivamente son curvas elipticas definidas sobre Q(t,) y Q(t2). Ademds Wy [5] = W, [5] como
Go—mddulos.

Demostracion. Véase la proposicién 2.1 y el corolario 2.2 de [RS97] O

En seguida describimos un algoritmo que, dada una curva eliptica E, construye una superficie
eliptica W¥ sobre P! asociada a E que satisface la misma propiedad universal que cumple V. De
esta manera las fibras lisas WF son curvas elipticas tales que pg 5 = pweE 5 para casl toda ¢ € PL.

Para enunciar el algoritmo definimos J € Q(t) como J(t) := j(W) dado por (6.4.9).

Algoritmo 6.4.10. Sea E/Q una curva eliptica.
1. Calcule una raiz ty € Q del numerador de J(t) — j(E) € Q(t), i.e. J(to) = j(E).

2. Encuentre una p € Q tal que p2a4(ty), p2ag(ty) € Q y tal que la curva eliptica definida
por
y? =2 + u2ay(to)r + pPag(to) (6.4.13)

es isomorfa a E sobre Q (cf. la proposicién 2.1.6).

3. Encuentre elementos a, ¢ € Q tales que

(1) = et + 1), (ijﬁ) Q) ahlt) = p(ct +1)%ag (ij’;) € Qlf].

Por lo tanto, si definimos la superficie eliptica W¥ sobre P! como:
WE sy = 1% + aj(t) + ag(t),

entonces para toda t € Q — S, tenemos que la fibra WE es una curva eliptica sobre Q tal que
PE5 = Pwe 5, donde S es el conjunto finito de polos de J oy donde:

[ a t[)
=)
Nota. Observe que para t = 0, tenemos que WEF = E porque a}(0) = p2a4(to) y ag(0) = p=3as(to)
implican que la fibra W es isomorfa a E sobre Q por construccién de ¢y y p (cf. la ecuacién 6.4.13).
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Demostracion. (del algoritmo) El algoritmo es esencialmente una aplicacién de la propiedad uni-
versal que cumple la curva de Klein W, i.e. el lema 6.4.9.
Para esto primero definimos:

Yo : P! — P! definido por t s At = CZT_?.
Observe que
F(E) - U Cat))
wrl =16 (das (55)° + 2700 (45)°)
_ gopol (et + 1™ as (451’
Dy (258)" + 270 (555)°
_go1o— G Q(t).

ay(t)? + ag(t)?

Por lo tanto 1y es un isomorfismo definido sobre Q.
Ahora definimos

Y : WP — W  definido por (z,y,t) — (’M(Ct + 1)_10$,M3/2(Ct 07y, ct+1

CLt"—t())

Entonces v esta definido sobre Q y es un isomorfismo. De esta manera tenemos los siguientes
diagramas conmutativos:

¥

W +— WE
| I e e
Pl Yo Pl LT TL,

N P
X(1)

Por lo tanto la propiedad universal de W nos dice que para casi toda ¢t € P(C) (donde ¢ no es polo
de J o1y), las fibras WY son curvas elipticas definidas sobre Q(t). Ademés, si t1,t, € Q, entonces
las fibras sobre t; y t tienen la misma representacién médulo 5. Como WJ = E| entonces para
casi toda t € Q, tenemos que pg 5 = PWE 5- O

Aplicamos el algoritmo de manera simbélica a una curva F dada por una ecuacion de Weierstrass
y?> = 23 + Az + B; los célculos se hacen en [RS97, §5]. Esta aplicacién prueba la proposicién 6.4.2:

Corolario 6.4.11. Sea E/Q una curva eliptica dada por y*> = x3 + Az + B con j invariante
j = Jj(E). Se definen los siguientes dos polinomios

20 30
=AY atf,  B(t)=B) Bt
k=0 k=0
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donde ay, B € Q|j| son los polinomios definidos en el apéndice de [RS97]. Ahora se define la curva
E, como:
E, : y* =2+ A(t)x + B(t).

Entonces para toda t € Q tal que E} es no singular, tenemos que pgs = pg, 5. En el caso particular
det =0, tenemos que £ = FEj.
Para probar la proposicion 6.4.4, necesitamos una construccion similar a la de la curva modular
Ys del lema 6.4.8. Primero introducimos notacién: dada una curva eliptica £'/K, definimos
E/K curva eliptica,
¢ : E[5] = E[5] de Gx — médulos

n5(u,v) = es(d(u), ¢(v))
C C E[3] ciclico de orden 3

(E,¢,C) = (E', ¢, C) si:
,  3df: E = E'sobre K,
¢ =foo, f(C)=C"

Ep(5,3)(K) = 4 (E,¢,C)

Al conjunto de clases de isomorfismo de elementos de £4(5, 3)(K), lo denotamos por Sz(5, 3)(K).
Observe que hay una funcién

Sp(5,3)(K) — S(es)(K) definido por [E,¢,C| — [E, ¢], (6.4.14)

donde estamos identificando [5] con V5. Tenemos el siguiente resultado similar al lema 6.4.8 que
enunciamos en seguida:

Lema 6.4.12. Sea E/Q una curva eliptica. Eziste una curva lisa y afin }/5% y una biyeccion
Vi5(Q) = Se(5,3)(Q). Su compactificacion XFy es isomorfa sobre C o H*/(T'(5) NTo(3)) y por lo
tanto tiene género 9.

Este resultado también se sigue de la teoria de Deligne y Rapaport y el género se calcula con
las férmulas de la seccién 3.2.

Por el teorema de Faltings (la conjetura de Mordell), tenemos que YE%(@), y por lo tanto
SE(5,3)(Q), es finito. Entonces la imagen de Sg(5,3)(Q) — S(es5)(Q), definida en (6.4.14), es
finita.

Por el lema 6.4.12, Y},%(Q) estd en biyeccién con Sg(5,3)(Q) y por el lema 6.4.8 tenemos que
Y5(Q) esté en biyeccién con S(es)(Q), por lo tanto la imagen de la funcién inducida Yy5(Q) — Y5(Q)
es finita.

Esto significa que para casi todo punto [E, ¢] € Y5(Q), E no tiene un subgrupo ciclico de orden
3 definido sobre Q y por lo tanto E[3] es irreducible como Gg—mddulo, i.e. pg3 es irreducible.
Esto prueba la proposicion 6.4.4 y terminamos las pruebas de todos los argumentos necesarios para
probar el teorema principal de esta seccion.

6.5. EIl ultimo teorema de Fermat

Fermat, en el margen de su copia de Arithmetica de Diofanto, propuso que la ecuacién z"+y" =
2" no tiene soluciones enteras no triviales para toda n > 2. Decimos que una solucién (a,b,c) de
la ecuacién diofantina x™ + y™ = 2", donde a, b, ¢ € Z, es una solucién no trivial si abc # 0, i.e. los
tres enteros son distintos de cero. Con esto, el enunciado de Fermat se convierte en

(a,b,c) es una solucién de la ecuacién diofantina z" +y" = 2" = abc=0. (UTF(n))
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Fermat dijo que esto era cierto para toda n > 2. Cuando n = 1, UTF(n) es claramente falso y
también para n = 2. En efecto, la ecuacién diofantina 2% +y? = 22 tiene una infinidad de soluciones
no triviales, las famosas ternas pitagoricas. De hecho las ternas pitagoricas estan parametrizadas
por parejas de enteros (a,b) tales que (a,b) = 1 y al menos uno es par; dada una pareja de éstas
podemos construir la solucién (b? — a?,2ab, a® + b?). Para ver esto simplemente hay que observar
que (a,b,c) es una terna pitagérica si y solo si |a + ib| € Z, por lo tanto si a + b € Z][i] entonces
|(a+1b)?| € Z y asi (b* — a?, 2ab, a® + b?) es una terna pitagérica.

El caso n = 3 es debido a Euler. La prueba es por descenso infinito como en el caso n = 4 (cf.
proposicién 6.5.1) y la prueba definitiva de Euler aparece en la segunda parte de su libro de texto
de dlgebra [Eul70, capitulo XV]. No probamos el caso n = 3, pero esbozamos una prueba debida a
Lamé: factorizamos la ecuacion de Fermat como

—1+\/—_3>-

it e+ =2, (o= =

Los tres factores del lado izquierdo son primos relativos, entonces, como Z[(] es un dominio de
factorizacion unica, la ecuacion anterior implica que cada factor del lado izquierdo es un cubo en
Z[(], pero esto no puede suceder.

El siguiente caso n = 4, lo probamos porque es muy elemental y corto; la prueba es debida a
Fermat:

Proposicién 6.5.1. UTF(4) es cierto, es decir la ecuacion x* + y* = z* no tiene soluciones no
triviales.

Demostracién. Como Fermat, probaremos algo més fuerte: la ecuacién diofantina z* + y* = 2% no

tiene soluciones no triviales. Observe que si (a, b, ¢) es una solucién de x*+y* = 2%, entonces (a, b, ¢?)
es una solucién de z? + y* = 22 y por lo tanto la falta de soluciones no triviales de z* + y* = 22
implica UTF(4).

Supongamos que (a,b,c) es una solucién. Probamos que a o b es par. Si ambos son impares,
tenemos a* y b* son impares y por lo tanto ¢ = a* + b* es par. Esto implica que c es par y asf
4| ¢ = a* + b, Por otro lado:

at + b = (a+b)* — 4a®b — 6a*b* — 4ab® = (a* +b*) — (a + b)* + 4a®b + 4ab® = —6a”b*.

Como a + b es par, 4 | (a + b)*, entonces 4 divide a todos los sumandos del lado izquierdo y por lo
tanto 4 divide a 6a2b?. Esto es una contradiccién porque a? y b% son impares. Por lo tanto a o b es
par.

Si (a,b,c) es una solucién, entonces (b, a,c) es otra y asi podemos asumir sin pérdida de ge-
neralidad que b es par. Por otro lado (—a, —b, —c) también es solucién, entonces podemos asumir
que b > 0. Ahora asumimos que la solucién (a,b,c) es tal que b es minimo entre las segundas
coordenadas de todas las soluciones.

Ahora, como (a, b, ¢) es solucién, tenemos que (a?)? + (b?)? = 2, es decir (a?,b%, ¢) es una terna
pitagérica. Por lo tanto existen d, e € Z, primos relativos, tales que

ad=e—d? b =2e, c=d*+é.

La primera ecuacién de arriba implica que (a, d, e) es una terna pitagorica, es decir existen enteros
f v g, primos relativos, tales que

a=g"—f* d=2fg, e=f"+g"
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Como f y g son primos relativos, la tercera ecuacién de arriba implica que e, f y g son primos
relativos dos a dos. Por lo tanto

b* =2de =4defg = (b/2)*=efg = e, f,g son cuadrados.

Entonces existen eg, fo,go € Z tales que e = €2, f = f& y g = g2. Sustituimos esto en la ecuacién
para e y obtenemos €2 = fi + g5, es decir (fo, go, €0) es una solucién de x? + y* = 22. Pero esto es
una contradiccion porque

(6/2)2:efg = b/2=eofog0 = Go|b/2 = go<b

y por lo tanto b no es minimo entre las segundas coordenadas de las soluciones, lo cual contradice
la construccién de (a,b,c). Por lo tanto 2* + y* = 22 no tiene soluciones no triviales y con esto
concluimos que UTF(4) es verdadero. O

Hemos visto que UTF(n) es falso para n = 1,2 y verdadero para n = 3,4. En lugar de seguir
conn =5,6,7,..., ahora buscamos restringir los posibles valores de n donde UTF(n) es verdadero.
Supongamos que hemos probado que UTF(n) es verdadero para alguna n y sea m > 0 un multiplo
de n, i.e. m = nk para alguna k € Z, entonces afirmamos que UTF(m) también es verdadero.
En efecto: si (a,b,c) es una solucién de 2™ + y™ = 2™ entonces (a*,b¥,cF) es una solucién de
a" +y" = 2", por UTF(n), tenemos que a*v*c* = (abc)® = 0 y en particular abc = 0. Por lo tanto
hemos probado que

nlm = (UTF(m) — UTF(n)).

Esto significa que solamente hay que probar UTF(p) para todo primo impar p, para probar UTF(n)
para toda n > 2. Con este método solamente nos faltan los casos cuando n no es divisible por un
primo impar, i.e. n = 2* para alguna k& > 0. Si k = 1 vimos que UTF(2) es falso, pero si k > 1,
entonces 4 | n y por la proposicién 6.5.1 tendremos que UTF(2*) es verdadero para k > 1.

En resumen, solamente hay que probar UTF(n) para n primo impar o n = 4. Como ya vimos
que UTF(3) y UTF(4) son verdaderos, el ltimo teorema de Fermat lo hemos reducido al siguiente
enunciado:

Teorema 6.5.2. Sea p > 5 un primo impar. Entonces la ecuacion diofantina P + yP + 2P = 0 no
tiene soluciones no triviales, es decir para todo p > 5 tenemos

da,b,c € Z tales que a”’ +b" +c" =0 = abc=0. (UTF(p))

Nota. A la ecuacion diofantina z? 4+ y” + 2P = 0 se le llama la ecuacion de Fermat. Por la simetria
de esta ecuacién, si permutamos las entradas de una solucién (a, b, ¢) obtenemos otra solucién. Por
lo tanto podemos permutar libremente las entradas de cualquier solucién a la ecuacién de Fermat.
Ademés, si (a, b, ¢) es una solucién, entonces (Aa, Ab, Ac) es otra solucién para toda A € Z, es decir
podemos escalar las soluciones y en particular podemos cambiar el signo de toda la terna.

Si estamos trabajando con una supuesta solucion a la ecuacion de Fermat, podemos asumir
algunas propiedades elementales sobre la solucién. Por ejemplo, si (a, b, ¢) es una solucién, podemos
asumir que a, b y ¢ no comparten factores primos. En efecto, si d | a, b, ¢, entonces (a/d,b/d, c/d) es
otra solucion de la ecuacion de Fermat. Por lo tanto podemos eliminar todos los factores comunes
de las entradas de una solucién (a, b, ¢) para obtener una terna (a’, b, ¢’) donde o', b’ y ¢’ son primos
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relativos; una solucion de esta forma se llama una solucién primitiva, es decir podemos asumir que
la solucién (a, b, c) es primitiva.

Otra propiedad que podemos asumir de una solucién (a, b, c) es que b es par. En efecto, a,by
¢ no pueden ser todos impares, porque en este caso la ecuacion de Fermat se reduciria modulo 2 a
0=a? 4+ =c =1 (mod 2), lo cual es falso. Por lo tanto alguno de a, b o ¢ es par. Como no
importa el orden de la terna (a, b, ¢), podemos asumir que 2 | b.

Entonces podemos escribir b = 2b’ para alguna b’ € Z. Si reducimos la ecuacién a? 4+ b = P
modulo 4 obtenemos

a=a’ =207+ = =c¢ (mod 4)

yporlotantoa =c=1oa=c=—1 (mod 4) (ya que ambos no pueden ser pares). Como podemos
cambiar el signo a toda la terna, podemos asumir sin pérdida de generalidad que a = —1 (mod 4).

En resumen, si (a,b,c) es una supuesta solucién a la ecuacién diofantina z? + y? + 2P = 0,
entonces podemos asumir sin pérdida de generalidad que la solucién satisface las siguientes tres
propiedades:

(a,b,c) =1,
2|0, (*)
a=—1 (mod4).

De ahora en adelante, cuando tomamos una solucién no trivial (a, b, ¢) de la ecuacién de Fermat
2P + yP + 2P = 0 vamos a asumir que a, by ¢ cumplen las condiciones *.

Antes de la prueba del ultimo teorema de Fermat en 1995, una posible demostracién fue pro-
puesta por Frey en [Fre86, III. Conjectures]. Un ano después, Serre adapté el método de Frey e
identific6 una conjetura precisa sobre representaciones de Galois de la cual se deducia el tdltimo
teorema de Fermat mediante el método de Frey.

Ahora describimos la prueba del UTF en cuatro pasos, basados en las pruebas propuestas
en [Fre86] y [Ser87]. El primer paso es construir una curva eliptica semiestable F asociada a una
solucion no trivial de la ecuacion de Fermat; esta curva se llama la curva de Frey y vimos algunas
propiedades al final de la seccién 2.5.

Recordemos que la curva de Frey se define como la curva eliptica

y* = x(x — A)(z + B)

donde A, B y C son enteros tales que A + B + C' = 0; en particular tomamos A = a?, B = b
y C = ¢® donde (a,b,c) es una solucién a la ecuacién de Fermat. Denotamos por E a esta curva
eliptica, i.e.

E : y*=x2(x —d)(x+ V7).

La curva de Frey E cumple dos propiedades importantes:
(I) E es semiestable.

(11) El conductor de E es:

N=1]] ¢

Llabe

£ primo
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En particular N, ., es par.

El segundo paso, debido a Serre, es traducir las propiedades de E a propiedades de ramificacion
de la representacion de Galois pg, asociada a los puntos de p—torsién. El tercer paso es aplicar el
teorema de modularidad a E para obtener una forma modular f de peso 2 cuya representacion de
Galois asociada py satisface py = pg v por lo tanto cumple las mismas propiedades de ramificacion.
El dltimo paso es aplicar un teorema de Ribet a la representacién p; para reducir el nivel de la
forma modular f a 2, es decir encontramos una forma modular g € S3(I'y(2)) C S>(I'(2)) tal que
PEp = pr = pg. Esto produce una contradiccién porque el espacio de formas modulares de peso 2
y nivel 2 es de dimension 0.

Enunciamos estos cuatro pasos en los siguientes tres teoremas:

Teorema 6.5.3. (Serre) Sea E/Q la curva de Frey asociada a una solucién no trivial a la ecuacion
de Fermat ¥ + y? + 2P = 0. La representacion de Galois pg, asociada a los puntos de p—torsion
es irreducible, impar y ademds cumple las siguientes propiedades de ramificacion:

1) prp es no ramificada en todo primo q tal que q 1 2p.
1) pg,p es plana en p.

Teorema 6.5.4. (Wiles) Toda curva eliptica E/Q semiestable es modular. En particular, existe
f e S3V(Io(N)) tal que pryp = pr donde py es la representacion de Galois asociada a f por la
teoria de Eichler-Shimura (cf. teorema 5.5.1).

Teorema 6.5.5. (Ribet) Sea F' un campo finito de caracteristica £ > 2 y sea p : Gog — GLo(F)
una representacion de Galois modular de nivel N y de peso 2, i.e. existe f € S3™([o(N)) tal que
p = ps. Sea q un divisor primo impar exacto de N (i.e. ¢ | N pero ¢* 1 N ). Entonces:

N
p es no ramificada o planaen ¢ = p es modular de nivel —.
q

Con estos tres teoremas, la prueba del tltimo teorema de Fermat es sencilla:

Demostracion. (del teorema 6.5.2) Supongamos por contradiccién que existe una solucién no trivial
(a,b,c) a la ecuacién de Fermat aP 4+ yP + 2P = 0 y ademds supongamos que a, b y ¢ cumplen las
condiciones *. Entonces la curva de Frey E/Q asociada es semiestable con conductor N par (gracias
a que 2 | b). Por el teorema 6.5.4 existe una forma primitiva f € S5*¥(Io(N)) tal que pg, = py.

Por otro lado, como E' es semiestable, su conductor N es libre de cuadrados (cf. la nota después
de la definicién 2.5.11) y por lo tanto todo divisor primo ¢ de N es un divisor exacto; escribimos
N = 2q; - - - g, como su producto en primos donde las ¢; son impares. Ahora aplicamos el teorema
6.5.3ap=pryaq=q.Siq =p, entonces el teorema 6.5.3.ii nos dice que ps(= pg,) es plana
en ¢i; si ¢; # p, entonces el teorema 6.5.3.1 dice que py es no ramificada en ¢. De todas maneras
podemos aplicar el teorema 6.5.5 para concluir que p; es modular de nivel N/g; = g2 - - - ¢y, es decir
existe g1 € S3V(I'o(2¢2 - - - q,)) tal que py = py,.

Ahora repetimos este proceso para p = p,, ¥ ¢ = g2 para obtener una forma primitiva g, €
S8 (To(2gs - - - qn)) tal que pr = pg, = pg,. Si en total hacemos esto n veces (i.e. la cantidad de
divisores primos impares de V) obtenemos una forma primitiva g, € S5V (I'¢(2)) tal que pg, =
Ps = Pgn-

Sabemos que S9(I'0(2)) C S2(I'(2)) que es de dimension 0 por ser igual al género de la curva
modular X (2) que es de género 0 (cf. el ejemplo 3.3.7 después de la proposicién 3.3.6), por lo tanto
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gn = 0 lo cual es una contradiccién porque pg, es una representacion no trivial. Por lo tanto una
solucion no trivial a la ecuacién de Fermat no puede existir. n

La prueba del ultimo teorema de Fermat se puede resumir en el siguiente diagrama:

E es modular, ie.
df € 55(Ly(N))
tal que gy = pg

Wiles

3(a, b, ¢) solucion AE/ asociado a (a, b, c)
no trivial de que es semiestable y tiene
2P 4 yP 4 2P =), conductor N par

Ribet

dg € 53(To(2))
tal que gy = g,

Serre

dim&2(Tpi2)) = 0.

fE,p es no ramificado
en g f 2p y plano en p



146 CAPITULO 6. EL TEOREMA DE MODULARIDAD



Capitulo 7

Algoritmos y calculos
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Invariantes de curvas elipticas

Ecuaciones de Weierstrass

Inf1]:=

In[8]:=

In[9]:=

out[9]=

In[10]:=

In[11):=

In[12):=

out[12)=

In[13]:=

Primero definimos los coeficientes de una ecuacion general de Weierstrass de varias curvas elipticas de
interés:

X015 = {1, 1, 1, -10, -10};
isogxe15 = {1, 1, 1, 0, 0};

E50 = {1, 0, 1, -1, -2};

F50 = {1, 0, 1, -126, -552};
G50 = {1, 0, 1, -76, 298} ;

H50 = {1, @, 1, 549, -2202};
clase50 = {E50, F50, G50, H50};

Los coeficientes de Weiestrass de una curva de Frey asociada a laternaA+ B+ C =0 son
frey[A_,B_, C_] := {0, B-A, 0, -AB, 0}
Expand[x (x -A) (x+B)]

~ABXx-AXx?>+Bx%+x>

La curva eliptica genérica con invariante j* 0, 1728 es

}

Luego definimos la ecuacién de Weierstrass con coeficientes (a1, a,, as, as, as) y variables (x, y):

. -36 -1

Ej[3_] := {1: 0, 0, s T
j-1728 j-1728

Fla_, x_, y_] :=y"2+a[[1]]xy+a[[3]]y- (x"3+a[[2]] x"2+a[[4]] x+a[[5]])
F[E50, X, Y]
24x-xX3+y+xy+y?
Si en lugar de una lista de coeficientes de Weierstrass tenemos un polinomio, las siguientes funciones
recuperan los coeficientes de Weierstrass:

a6[f_] :=-f/. {x->0,y->0}
ad[f_] :=-D[f, x] /. {x>0,y->0}
a3[f_] :=D[f,y] /. {x>0,y->0}

1
a2[f_] := —;D[-F, (X, 2}]1 /. {x>0,y -0}
al[f_] :=D[D[f, x], y] /. {x> 0,y 0}
Hacemos el cambio de variable y -» %(y— a1 X — a3) para obtener una ecuacion de Weierstrass (semi)

simplificada:
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1
nier= G[a_, X_, Y_] := Expand[4F[a, x, 5 (y-alrt11x-are3in)]]

Para simplificar mas la ecuacién, hacemos los cambios de variable x - (x -3 0,2 - 12 a,), y >

obtener la ecuacién de Weierstrass simplificada:

nier= H[a_, X_, ¥_] := Expand[168~2xG|a,

Por ejemplo para Xo(15)

x-3 (a[[1]]"2+4a[[2]]) y

36

neoi- {F[X@15, X, y], G[X015, X, y], H[XO15, X, y]}

ouzo {10+10x - X2 -x3+y+xy+y?, 39+38x-5x%x2-4x3+y?, 263466 + 12987 x - X3 + y?
{ y+Xy+y y y

2~ ContourPlot [F[X015, X, y] = 0, {X, -10, 10}, {y, -10, 10}]

10

out[21]=

-5
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in22= ContourPlot [F[E50, x, y] =0, {x, 0, 10}, {y, -5, 5}]

out[22)=

2}

Los invariantes de una curva con coeficientes “a” son:

ne3= b2[a_] t=a[[1]]*2+4xa[[2]]
ba[a_] :=2a[[4]] +a[[1]] ~a[[3]]
b6[a_] :=a[[3]]1*3+4a[[5]]
b8[a_] :=a[[1]172~a[[5]] +4a[[2]] ~a[[5]]-
a[[1]] <a[[3]] ~a[[4]] +a[[2]] <a[[3]]"2-a[[4]]"2
c4[a_] :=b2[a]~2-24b4[a]
c6[a_] :=-b2[a]~3 +36b2[a] «b4[a] - 216 b6[a]
Afa_] := -b2[a]”~2 <b8[a] -8b4[a] "3 -27b6[a]~2+9b2[a] ~b4[a] «b6[a]

4 3
j [a_] 1= ﬂ

Ala]
Por ejemplo:

n= {J[E5@], J[F5@], j[G50], j[H50]}
25 349938025 121945 46969655

out[31]= {— —, B B }

2 8 32 32768

nz21= {A[E5@], FactorInteger[A[E50]]}
oursz= {-1250, {{-1, 1}, {2, 1}, {5, 4}}}

ne3= {A[X@15], FactorInteger[A[X015]]}
ous= {50625, {{3, 4}, {5, 4}}}

inz41= c4[E50]
out34= 25
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in3si= {€6[E50], FactorInteger[c6[E50]]}
ouzsi= {1475, {{5, 2}, {59, 1}}}

inze= Table[{c6[E5@0] < c6[a], FactorInteger[c6[E50] <c6[a]]}, {a, clase50}]
ourssl= {{2175625, {{5, 4}, {59, 2}}}, {689820625, {{5, 4}, {13, 1}, {59, 1}, {1439, 1}}},
{-388109375, {(-1, 1}, (5, 6}, {59, 1}, {421, 1}}},
(2864265625, ({5, 6}, {13, 1}, {59, 1}, {239, 1}}}}
Dada una curva con coeficientes “a”, calculamos los coeficientes de la curva que resulta del cambio de
variablex=u?x"+r,y=udy' +sx'+t

In[3

7= cambiovar[a_, u_, r_, s_, t_] := {u™ (a[[1]]1 +2s), u (a[[2]]-sa[[1]] +3r-s?),
u? (a[[3]]+ra[[1]]+2t), u™ (a[[4]]-sa[[3]]+2ra[[2]]- (t+rs)a[[1]]+3r?-2st),
u® (a[[5]]1+ra[[4]]+r’a[[2]]+r’-ta[[3]]-t*-rta[[1]])}

Por ejemplo podemos calcular el cambio de variable entre la curva E50, que tiene j —invariante -25/2y
la curva eliptica E_ps5/; genérica del mismo j —invariante:

25
nize= Solve[E5@ == cambiovar [Ej[- ?], u, r, s, t], {u, r, s, t}]

i 5 1 i
out[38]= {{ua—i, r--—, s> —|-1-

\/59 59 2 \/59

1 i
5 t-> — [5 + ] })
V59
1

i
fus——,rs>-—,s5 -

V59 59 2

i 1 i
-1+ ,t-> — |5- }}
/5 118 +/59
in39)- Solve [E50 == cambiovar[{@, ©, 0, -675, -79650}, u, r, s, t], {u, r, s, t}]
ouzg= {{u-»>-6,r-3,s->-3,t->-108}, {(u->6,r->3,s -3, t-108}}

Hacemos el mismo calculo para todas las curvas en “clase50”, pero aqui solamente tomamos una
solucidn y solamente el valor del pardametro u:

in40p= MatrixForm[Table [
{H[a, X, y], First[Flatten[Solve[a == cambiovar[Ej[j[a]], u, r, s, t], {u, r, s, t}111},
{a, clase50}]]

Out[40}/MatrixForm=
i

NS

79650 + 675 X - X3 + y2 u-

241
18707

25254450 + 162675 x - x> +y? u - -1i

-14208750 + 97875 x -x3+y?2  u - -
u- -

104 861250 - 712125 x - x3 + y?

29
2105
211
15535

Reduccion modulo p

Primero definimos una funcién que nos dice si los coeficientes de Weierstrass “a” determinan una
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curva no-singular (i.e. A #0) y si es singular nos dice si tiene un nodo (i.e. A =0y ¢4 *0) 0 una clspide
(i.e. A=0ycys=0):

n#11= suavel[a_] := If[! A[a] =0, "es suave", If[c4[a] == 0, "tiene una clspide"”, "tiene un nodo"]]
Por ejemplo para las curvas y? =x3 + x2, y? = (x - 1)3 y y? = (x + 1)3 + 1 tenemos respectivamente

ni421= Map [suave, {{o, 3, 0, 3, 2}, {0, 1, 0, 0, 0}, {0, -3, 0, 3, -1}}]

ous2= {es suave, tiene un nodo, tiene una cuspide}

nasp= ContourPlot[{-1- (x+1)3+y? =0, -x?-x*+y? =0, 1-3x+3x2-x*+y? == 0},
{x, -3, 3}, {y, -3, 3}]

3

Out[43]=

o
L e e e e e L e e LA s e s e s e e e e

-3

[}

Similarmente definimos una funcidn si nos dice si cierta curva con coeficientes de Weierstrass “a” tiene
reduccioén buena o mala médulo un primo py si tiene mala reduccidn nos dice el tipo de reduccion (i.e.
multiplicativa o aditiva):

in44= redmodpla_, p_] :=
If[!Mod[A[a], p] == @, "tiene buena reduccién médulo p", If[Mod[c4[a], p] == O,
"tiene reduccidén aditiva médulo p", "tiene reduccién multiplicativa médulo p"]]

in4s)= redmodp [X015, 2]

ous- tiene buena reduccién médulo p

in46)= redmodp [frey[2, 3, -5], 2]

oups)- tiene reduccién aditiva médulo p

Ahora calculamos soluciones en [Fy:

152
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In[47]:=

Solve[F[X015, X, y] =0, {X, Y}, Modulus -» 7]

oua7 {{Xx->1,y->1}, {x->1,y->4}, {x>2,y->2},
{x->3,y->5}, {x>5,y->3}, {x>5,y->5}, {(x>6,y->0}}
in4s;= Solve[F[X015, x, y] =0, {X, y}, Modulus - 2]
ousel= {{X >0,y >0}, {x->0,y->1}, {x->1,y->0}}
Con esto podemos calcular el conductor de una curva eliptica dada por unos coeficientes “a”. Primero
definimos un exponente que codifica la informacion de la reduccién médulo p (para caracteristica
*2,3):
4= redexpl[a_, p_] := If[! Mod[A[a], p] = O, O, If[Mod[c4[a], p] =9O, 2, 1]]
nso= redexp[frey[2, 3, -5], 2]
outs0]= 2
Definimos el conductor de una curva dada por coeficientes “a”
1= cond[a_] = Pr‘oduct[p" (redexp[a, p]), {p, Select[Divisors[A[a]], PrimeQ] )]
in52)= cond [X@15]
outs2;= 15
ins3= cond [E50]
ous3l= 50
SumadeE

In[54]:=

In[56]:=

Para calcular la suma de dos puntos Py = (x1, y1) Y P2 = (X2, y2), primero definimos las contantes Ay u
asociadas a dos puntos:
Ala_,u_,v_] :=
If[ul[1]] = Vv[[1]], (3u[[1]]%+2a[[2]] «u[[1]]+a[[4]]-a[[1]]»u[[2]])/
) v[[2]]-u[[2]] ]

(2urr211 +a[[1]1] *u[[1]]+a[[3]]
v[[1]] -u[[1]]

ula_, u_, v_] := If[u[[1]] = v[[1]],
(-ul[111®+a[[4]] »u[[1]]+2a[[5]] -a[[3]]*u[[2]])/

u[[2 v[[1]] -u[[21 v[[2
(201217 +a[[2]] *u[[1]] +a[[3]]), L2 *VIIAI] ZuLI2]] * VIE2]]
VI[1]]-u[[1]]

La suma P; + P, tiene coordenadas:

sumax[a_, u_, v_] := (A[a, u, v])"2+a[[1]] *A[a, u, v] -a[[2]] -u[[1]] -V[[1]]
sumay[a_, u_, v_] = - (A[a, u, v] +a[[1]]) » sumax[a, u, v] - u[a, u, v] -a[[3]]
sumafa_, u_, v_] :=
If[Simplify[u[[1]] -Vv[[1]]] == ©&&Simplify[u[[2]] +V[[2]] +a[[1]] »Vv[[1]] +a[[3]]] =6,
"0", {sumax[a, u, V], sumay[a, u, v]}]

Por ejemplo, sobre Xo(15), tenemos (-1, 0) + (8, 18) =



In[59]:=

Out[59]=

In[60]:=

In[63]:=

out[63]=

In[64]:=

In[65]:=

out[65]=
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suma[Xe15, {-1, 0}, {8, 18}]
{-2, 3}

La férmula de duplicacidn es:

u[[1]1%-ba[a] *u[[1]]%-2b6[a] »u[[1]] -b8[a]
4u[[1]]3+b2[a] *u[[1]]%+2b4[a] xu[[1]] +b6[a]
dupy[a_, u_] :=

dupx[a_, u_] :=

1 ((2*u[[1]]5+b2[a] *Uu[[1]]1°+5b4[a] xu[[1]]*+10b6[a] *u[[1]]3+10b8[a] *u[[1]]%+
2

(b2[a] «b8[a] -b4[a] xb6[a]) +u[[1]] +b4[a] »b8[a] - b6[a]?) /
(2%u[[2]]1+a[[1]1] *»u[[1]]+a[[3]]1)%-a[[3]]-a[[1]] *dupx]a, u])
duplifa_, u_] := {dupx[a, u], dupy[a, u]}

dupli[Xxe1s, {8, 18}]

{3, -2}

La inversidn de un punto es facil de definir:

invla_, u_] := {u[[1]], -u[[2]] -a[[1]] *u[[1]]-a[[3]]}

inv[Xe15, {-2, 3}]
{-2, -2}

Puntos de Torsion

In[66]:=

In[67]:=

out[67]=

Aqui usamos el teorema de Lutz-Nagell para encontrar los puntos de torsion de curvas elipticas cuyas
ecuaciones simplificadas de Weierstrass tienen coeficientes enteros. Primero vemos qué puntos son de
orden 2, i.e. los puntos (x, y) donde y = 0. Los enlistamos con la funcidn “tor2” que toma como argu-
mento una lista de coeficientes de Weierstrass “a”:
tor2[a_] :=

Table[{x, 0}, {x, Map[Last, Flatten[Solve[H[a, x, O] == @, X, Integers] /. Rule -» List, 1]]}]
tor2[Xe15]
{{-102, 0}, {-21, 0}, {123, 0}}

Después buscamos soluciones a la ecuacién de Weierstrass con y? | D donde D es la constante

- d[a_] :=4=« (-D[H[a, X, 8], X] /. X~ 0)"3+27 (H[a, 0, 0]) ~2

- {d[X015], FactorInteger[d[X015]]}
- {-6887475360000, {{-1, 1}, {2, 8}, {3, 16}, {5, 4}}}

Tomamos todos los divisores, positivos y negativos, cuyos cuadrados dividen a la constante D asociada
a la ecuacion con coeficientes “a”:

n7o= divcuad[a_] := Select[Union[Divisors[d[a]], -Divisors[d[a]]], Divisible[d[a], #"2] &]
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In[71]):=

In[72]:=

In[73]:=

out[73}=

Para cada tal divisor yo, resolvemos la ecuacién de Weierstrass para encontrar coordenadas x asoci-
adas a yp. Juntamos estas soluciones al conjunto de torsion 2 y obtenemos todos los elementos no
triviales del grupo de torsion de la curva con coeficientes “a”
torsim[a_] := Table[

{Last[Flatten[Solve[H[a, X, k] == @, X, Integers] /. Rule - List]], k},

{k, Select[divcuad[a], Length[Solve[H[a, X, #] == 0, X, Integers]] >0 &]}
1 Utor2[a]

Cambiamos de variable a la ecuacién general de Weierstrass:

tor[a_] :=
1]]1 -3b2[a 1 2 1]]1 -3b2[a
Table[{p[[]] [],_ P[[]]_a[[lnp[[]] []_a[[3]] }’ {p,torsim[a]}]
36 2 108 36
torsim[X015]

({-102, @}, {-57, -540}, {-57, 540}, {-21, 0}, {123, 0}, {303, -4860}, {303, 4860} }

in74)= tor [Xe15]

13 9
ou74)- {{—? ;}, (-2, -2}, (-2, 3}, (-1, @}, {3, -2}, (8, -27}, {8, 18}}
Rango

Definimos ecuaciones de la forma y? =x3 + ax? + bx:

nrsi= R[{a_, b_}, X_, ¥y_] :=y?*- (¥* +ax’ +bx)
n7el= R[{-63, 1296}, X, y]
out76]= —1296 X + 63 x2-x3+ y2

In[78]:=

In[79]

In[80]:=

out[80]=

Definimos div(b) como el conjunto de divisores positivos y negativos de b.

div[b_] :=Union[Divisors[b], -Divisors[b]]

Como solamente necesitamos el conjunto de divisores médulo @Q*?, eliminamos la parte cuadratica de
la factorizacion de los divisores con la funcidn “librecuad” :

librecuad[6_] := & » Max[Select[div[6], Divisible[s, #72] &] ]2

Aplicamos esta funcién al conjunto de divisores de b para obtener las clases médulo Q*? de los divi-
sores de b:

divmod[b_] := Union[Map[librecuad, div[b]]]

{div[16], divmod[16]}

{{-16, -8, -4, -2, -1, 1, 2, 4, 8, 16}, {-2, -1, 1, 2}}

Para cada divisor ¢ de b definimos el polinomio homogéneo Fs que define a la ecuacion diofantina
xX2=Fs(Y, 2):
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b
ne- F6[6_, {a_, b_},y_,2z_ ] :=6y*+ay?z?+—2*
1}

Dado un divisor & definimos la siguiente funcidn para verificar si x> = F5(Y, Z) tiene una solucién en una
lista “liim)” de ternas (Xo, Yo, Zo) donde 0< Xy, Yo, ZoS my Yo #0:
2= posiblesol[é_, {a_, b_}, t_] :=
Select[Table[{v, V[[1]]%-F&[6, {a, b}, V[[2]1, V[[3]11}, {v, t}], Last[#] = 0 &]
li[m_] := Select[Tuples[Range[0, m, 1], 3], ! #[[2]] == 0 &]

Posibles soluciones para a las ecuaciones diofantinas asociadas a cada divisor ¢ de la curva

y2

ins4= MatrixForm[Table[ {5, posiblesol[&, {-7, 16}, 1i[3]]}, {6, divmod[16]}]]

Out[84]//MatrixForm=

=x3-7x>+16xylacurvay?=x3+14x2-15x

-2 {}

-1

1 {{{1, 1,0}, 0}, {{2,2,1}, 0}}
2 {}

ings= MatrixForm[Table[{&, posiblesol[5, {14, -15}, 1i[5]]}, {6, divmod[15]}]]

Out[85)//MatrixForm=

-15 {{{e, 1, 1}, @}, {{e, 2, 2}, 0}, {{0, 3, 3}, 0}, {{0, 4, 4}, @}, {{6, 5, 5},
-5 {}

-3 {{{4) 1: 1})6}}

-1 {1

1 {{{e, 1,1}, e}, {{0, 2, 2}, 0}, {{e, 3, 3}, @}, {{e, 4, 4}, @}, {{0,5,5},0}, {{1,1, 0},
3 {1

5 {{{4, 1,1}, 0}}

15 {}

Xo(15)

La curva modular X,(15) es eliptica, de rango 0 con 8 puntos racionales.
inge)= F[XO15, X, y]
ougsl= 10+ 10X - x2 - x3 +y + Xy + y?
ine7)= tor [Xe15]

Out[87]= {{_];TB: Z}) (-2, -2}, {-2, 3}, {-1, @}, {3, -2}, {8, -27}, {8, 18}}
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inssl= Show [
ContourPlot [F[X015, x, y] == 0, {x, -10, 10}, {y, -30, 20}],
Table[Graphics[{PointSize[0.015], Inset[p, p+ {+1, -.5}]1, Point[p]}], {p, tor[Xe15]}]

1
20} g
r (8,18}
10f
L 62, 3}
of U (-1, 0}
r =2, -2} (3, -2}
out[88]= L
_10 L
_20 L
| 8, -27} |
-30 C L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L ]
-10 -5 0 5 10

Si x, y € Q(Xo(15)) son funciones meromorfas que satisfacen la ecuacion de Weierstrass, tenemos que
Q(x, y) = Q(Xo(15)) = Q(j, jw)- Por lo tanto existen dos polinomios P, Q € Q[s, t] tales que
j=P(x, y)/Q(x, y). Esta relacién la calculamos con el método de Fricke:

Aplica la siguiente transformacion racional para cambiar (x, y) a (7, g) con

101

]Z-Z(X—B)-T}

2y+x+46 5 2y +Xx+46
neol= TO[{X_, y_}] := {—.,.;’ [—

2 (x-8) 2 (x-8)
n-}- Map[to, tor[Xe15]]
15 1 5

Out[« J= ] ) {0) 1}: {0, _1}; {_2: 5})

o {1 2 (5

{Indeterminate, Indeterminate}, {ComplexInfinity, ComplexIn-Finity}}
Para calcular la relaciéon j=P(t, 0)/Q(t, g) usamos la formula (9) p.440 de [Fri22] y la férmula (13)
pg.393 (nota: la férmula 13 depende de otra 7, que llamamos “15” aqui).

t-9t3-9c-1-0(c?-41c-1)

meoj= TS[{T_, 0_}] =
2t

((z50{t, 0}1)?+10t5[{z, 0}] +5)>
t5[{t, o}]

Por lo tanto si componemos “jfricke” con “tg” obtenemos la relacion general de j como funcién

o= jfricke[{t_, o_}] :=
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racionaldexyy:
inoz)= Simplify[jfricke[To[{x, y}]111]
ouez= — ((—179+16x4—16x3 (-6+y) -124y -14y* -4y> +y* - 4% (11+8y+y?) +
4x (-96-17y-8y2+y3))3/((3+3x+y)5 (14+4x2+x (27-2y) +7y-y2)))

La transformacion que toma un punto racional en Xo(15) con coordenadas en la ecuacion

10+ 10x-x% - x3+y +xy+y?=0 ycalcula la primera coordenada del punto racional correspondiente
en el modelo racional X,®(15), i.e. j del punto (j, j15) sobre la curva definida por el polinomio modular
Dys.

ine3r= jpunto[{x_, y_}] := jfricke[to[{x, y}1]
Los cuatro “Indeterminate” corresponden a las cuatro clspides de Xo(15).

info4= Show [
ContourPlot [F[X015, X, y] = @, {x, -10, 10}, {y, -10, 108}],
Table[Graphics[{PointSize[0.015], Inset[p, p+ {-1, -.5}], Point[p]}],
{p, Select[tor[X015], Element [jpunto[#], Rationals] &]}]

Out[94]=

{-2,-2} {3, -2}

5t i

10} 1

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L

L
-10 -5 0 5 10

Para calcular “jpunto” en el neutro O de la curva eliptica 10 + 10 x = x? = X3 + y + x y + y?
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. 2 -349938025 121945 46969655
nesy= valoresj = {- —, - , }
8 32 32768
25 349938025 121945 46969655
out[95]= { -—— - - s }
2 8 32 32768

Una vez que tenemos los j —invariantes formamos las curvas genéricas de invariante j:

inos;= Table[F[Ej[J], X, Y], {3, valoresj}]

2 72x , 8 288 x , ,
outess {- —— - -3 exy+y?, - - -3 xy+y?,
3481 3481 349951849 349951849
32 1152x , 32768 1179648x ,
e - T X3 Xy + Y, - - -x3 e xy+y?}
177241 177241 9653449 9653449

Obtenemos la ecuacion de Weirestrass simplificada de cada uno:

no7;= listaeqsim = Table[H[Ej[J], X, Y], {3, valoresj}]
1350 675x 18896653350 9448326675 x

out[97]= {— —_— -x3+y?, - + Sx3 e y?,
3481 3481 349951849 349951849
6585030 3292515x 3 , 2536361370 1268180685 X 3 2
- + -X+y5, - -X+Yy }
177 241 177 241 9653449 9653449

Para cada j escribimos la u € @ tal que el cambio de variable x = u2 x', y = 13 y ' transforma la ecuacién
simplificada de £; a una ecuacion de Weierstrass simplificada con los coeficientes enteros mas
pequefios posibles.

inos;= Table[
{valoresj[[f]], Solve[
{0, 0, 9, a4[H[clase50[[f]], X, Y]], a6[H[clase50[[f]], X, Y]]
cambiovar[ {09, 0, 0, a4[listaeqsim[[f]]], a6[listaeqsim[[f]]1]}, u, r, s, t],
{u, r, s, t}1},
{f, 1, Length[listaeqsim] }]

s i 349938025
out[98]= {{77) {{Uﬁfi, r-o,s-2e0, t%@}: {Uﬁix r-e, sa@,t%@}}}, {77’
2 /59 V59 :
{{u--1 24 ,r>0,s-50,t-0}, {u>1i 241 ,r=0,s-0,t-0}}],
18707 18707
(- HIMS V[’rﬁe s-e,to0), (us jgf,rQO,SAQ,t%OHk
32 2105 2105
{46969655, A1 e, s, t-e}, {u- 211 ,r-0,5-50,t-0}}}}
32768 15535 15535

Hacemos los cambios de variable
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nee= MatrixForm[{listaeqsim[[1]] » F|[

cambiovar[{@, 0, @, a4[listaeqsim[[1]]], a6[listaeqsim[[1]]]}, L, 0,0,0],x,Yy],
V59
listaeqsim[[2]] » F [cambiovar [ {0, 9, 0, a4[listaeqsim[[2]]], a6[listaeqsim[[2]]]1},

241
18707

,0,0,0],x ],

listaeqsim[[3]] - F[cambiovar[{e, 0, 0, a4[listaeqsim[[3]]], a6[listaeqsim[[3]]1]},

29
——,0,0,0], x, y], listaeqsim[ [4]] > F[cambiovar|
2105

{0, 0, 0, a4[listaeqsim[[4]]], a6[listaeqsim[[4]]]}, »0,0,0],x,y]}]

15535
Out[99]//MatrixForm=
_ 1350 675x _ 3 +y2 5 79650 + 675 x - X3 + y?
3481 3481
- 18896653350 | 344BIEETEX _ y3 4 y2 - 25254450 + 162675 X - x> + y2
349951849 349951849
_ 6585030 | 3292515X _ 43, y2 ., _ 14208750 + 97875 x - X3 + y?
177241 177241
2536361370 _ 1268188685 _ y3 4 y2 -, 104861250 - 712125 X - X3 + y?
9653449 9653449

Son iguales a las ecuaciones simplificadas de las cuatro curvas E50, F50, G50 y H50:

inp100p= MatrixForm[Table[H[a, x, y], {a, clase50}]]
Out[100)//MatrixForm=
79650 + 675 X — X3 + y2
25254450 + 162675 X - X3 + y?2
-14208750 + 97875 x - x3 + y?
104861250 - 712125 x - X3 + y2

Ninguna de estas curvas es semiestable en 5 porque todas se reducen a y? = x> (mod 5) que tiene
reduccion aditiva.

ino1= Table[redmodp[a, 5], {a, clase50}]

ouri01= {tiene reduccidén aditiva médulo p, tiene reduccién aditiva médulo p,
tiene reduccién aditiva médulo p, tiene reduccién aditiva médulo p}

La curva de Klein

Definimos la la curva W/Q(u) con coeficientes

u? - 228 u'5 + 494 ut® + 228U + 1
48
u3® 4+ 522 u?5 - 10005 u?® - 10005 u'® - 522 u’ + 1
864
W[u_] := {0, 0, 0, a4u[u], a6u[u]}
€= e27i/5,

infoz1= ad4ufu_] @

abufu_] :=

160



14 | invariantes curvas_elipticas.nb

In[106]:=

Out[106]=

In[107):=

In[108]:=

out[108]=

In[109]:=

In[112):=

In[113]:=

Out[113]=

In[114]:=

out[114]=

La curva Wtiene j —invariante:
Simplify[j[W[u]]]

(1+228u° +494 ut® - 228 u'5 + u2®)>

us (~1+11u8 +ul®)’

J[u_] :=JIW[ul]

simplify|[J [%] ]
:

228 (at+to)® 494 (at+to)'® 228 (at+to)” (at+to)®
N _

(1+ct)® (1+ct)® (1+ct)® ' (1+ct)29] ]/

(((1+ct)2°+228 (1+ct)®™ (at+to)®+494 (1+ct)™ (at+to)™®-228 (1+ct)® (at+to)™+

1+

[1728 (1+ct)®

(at+to)®)’ - ((1+ct)®-522 (1+ct)® (at+to)®-10005 (1+ct)™ (at+to)™-

10005 (1+ct)™ (at+to)?+522 (1+ct)® (at+to)®+ (at+to)3a)2)

Definimos una versién simplificada de la suma de dos puntos u y v de una curva dada por los coefi-
cientes “a”:

sumasimx[a_, u_, v_] :=
vIf2]] -ul[2]]
VI[1]] -u[[1]]

sumasimy[a_, u_, v_] := Simplify[— (

vi[2]] -ul[2]]

v[[1]] -u[[1]]
vII2]] -u[[2]]

VI[1]] -u[[1]]
-a[[31]]

Simplify[ ]A2+a[[11]*[ ]—a[[zn—u[[m—v[[lu]

+a[[1]]) * sumasimx[a, u, v] -

uff2]] *vI[1]] -v[[2]] *u[[1]]
vIi[1]] -u[[1]]

sumasim[a_, u_, v_] := {sumasimx[a, u, v], sumasimy[a, u, v]}

Elpunto P, = (xo(z u), yo(zu)) € W(Q(u, z)) con ze C lod definimos:
P[z_,u_] :=

{i ((zu)*®+12 (zu)®-12 (zu)” +24 (zu)®+30 (zu)®+60 (zu)*+36 (zu)>+24 (zu)?+
12

12 (zu) +1), % ((zu)13+ (zw2+4 (zu)™+5 (zu)°+6 (zu)®+

21 (zu)7+29 (zu)®+25 (zu)®+15 (zu)*+9 (zu)>+4 (zu)?+ (zu)) }
Estaremos interesados en los puntos P, y P;. Observe que 5P; = O porque (2 (2 P1)) + Py es
sumasim[W[u], Simplify[dupli[W[u], Simplify[dupli[W([u], P[1, u]l]]]], P[1, ul]
{ComplexInfinity, ComplexInfinity}
Observe que también 5P; = (2 (2 P;)) + P; = O:
sumasim[W[u], Simplify[dupli[W[u], Simplify [dupli[W[u], P[&, ul]1]1]1]1, P[&, ul]

{ComplexInfinity, ComplexInfinity}

Ahora verificamos las siguientes relaciones entre los puntos P, y P;. Para esto generamos la lista de
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In[115]:=

In[120]:=

In[123]:=

out[123]=

In[124]:=

Out[124]=

In[127]:=

Out[128]=
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puntos 2 Pz, 3P¢, 4 P;, =2 P1, -3 P respectivamente:

dosPZ = dupli[W[u], P[Z, ul];

tresPZ = inv[W[u], dosPZ];

cuatroP = inv[W[u], P[&, ull;

menos2P1 = inv[W[u], dupli[W[u], P[1, u]l];
menos3P1 = dupli[W[u], P[1, u]];

Ahora generamos los puntos 2 P; — P1,3P; -2 P,y 4 Py — 3 Py respectivamente (approx 5min):

02P = sumasim[W[u], dosPZ, inv[W[u], P[1, u]ll]l;
o3P = sumasim[W[u], tresPZ, menos2P1];
o4P = sumasim[W[u], cuatroPg, menos3P1];

Para el automorfismo g: { - % tenemos que 0P = P({?, u) =2 P - P1 (approx. 6 min):
sumasim[W[u], o2P, inv[W[u], P[£"2, u]]]

{ComplexInfinity, ComplexInfinity}

Para el automorfismo g: '+ {* tenemos que oPz=P({*, u)=4P; -3 Py:
sumasim[W[u], o4P, inv[W[u], P[&*, u]]]

{ComplexInfinity, ComplexInfinity}

Para el automorfismo 0: {+ {* tenemos que gP;=P({3, u) =3P; -2 P;:

sumasim[W[u], o3P, inv[W[u], P[&3, u]]]

{ComplexInfinity, ComplexInfinity}
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